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Будем предполагать, что независимые спо-
собы измерения независимых переменных x и 
t, определяющие искомое перемещения сече-
ний стержня u(x, t) выбраны так, что линейная 
плотность стержня равна единице. Тогда еди-
ничной оказывается и скорость звука в матери-
але стержня. Без ограничения общности, можно 
считать координаты его концов, находящегося в 
статическом состоянии равными x = –½ и x = 0. 
Исследуемую модель запишем в виде уравнения 
движения и граничных условий:

 □u – Ф(u) = H(t, x, ut, ux, …); 
 u(–1/2, t) = 0; ux(0,t) = 0,      (1)
где □u ≡ utt – uxx – оператор Д’Аламбера; 
H – вообще говоря, нелинейная T-периодическая 
функция времени, зависящая как от независи-
мых переменных, так и от высших частных про-
изводных перемещения. Предполагается, что 
гладкость функции Н обеспечивает существова-
ние и единственность решения хотя бы в обоб-
щенном смысле [1]. Функция Ф(u), входящая в 
уравнение движения (1) – сила взаимодействия 
свободного конца стержня с неподвижным огра-
ничителем (например, обрабатываемой поверх-
ностью). Пусть взаимодействие осуществляется 
при u(0, t) = ∆. Если ∆ < 0 – имеем систему с 

зазором, при ∆ > 0 – с натягом. Таким образом, 
при всех t

 u(0,t) ≥ ∆. (2)
При возникновении контакта стержня с 

ограничителем, его концевое сечение x = 0 будет 
некоторое время покоиться. При этом в неравен-
стве (2) реализуется равенство. Если tk – момент 
начала k-го взаимодействия, а θk – его оконча-
ние. Таким образом равенство в неравенстве (2) 
реализуется при t  [tk, θk]. Поэтому

 Ф(u) = ΣRk(t) (x)[(t – tk) − (t – θk)], 
 Rk(t) = –ux(+0) ≥ 0,   t  [tk, θk] (3) 
где суммирование ведется по целым числам 
k  Z; (x) и (t) – обобщенные функции Ди-
рака и Хевисайда (сингулярная и регулярная); 
Rk – сила реакции ограничителя. Наличие вы-
стоев стержня приводит к парадоксальной для 
традиционной теории, использующей предпо-
ложение о мгновенном отскоке ударника, ситу-
ации. Оказывается, что при самом ударе энергия 
не теряется, но он, тем не менее, оказывается 
подобным абсолютно неупругому, так как, в 
частности, ut(0, tk + 0) = 0. При реализации в (2) 
строгого неравенства, Rk = 0 и контакт прекра-
щается. 

Уравнение (1) – суть нелинейное уравне-
ние Клейна-Гордона. В предположении пери-
одичности процесса, обозначим здесь и далее 
T – период стационарной стоячей волны. Оно 
анализируется в соответствии с методами ча-
стотно-временного анализа виброударных про-
цессов, переходом к интегральному уравнению 
процесса в виде [1]:

,

где (x, z ,t) − T-периодическая функция Грина (ПФГ) стержня с граничными условиями (1).

Данная методика позволяет получить непре-
рывные решения, несмотря на сингулярность, 
вносимую обобщенными функциями.
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