
УДК 681.3
АЛГОРИТМЫ ОБНАРУЖЕНИЯ И КОРРЕКЦИИ ОШИБОК 

В МОДУЛЯРНЫХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ КОДАХ 
Барсагаев А.А., Калмыков М.И.

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение 
высшего профессионального образования «Северо-Кавказский федеральный университет», 

Ставрополь, e-mail: kia762@yandex.ru

В работе рассмотрены вопросы, связанные с анализом корректирующих способностей модулярных по-
линомиальных кодов (МПК). Данные коды позволяют осуществлять обработку данных в реальном масшта-
бе времени за счет использования малоразрядных данных. При этом обработка информации осуществляется 
параллельно по вычислительным трактам и независимо друг от друга. Такое свойство МПК позволяет осу-
ществлять процедуры поиска и коррекции ошибок. Для повышения корректирующих способностей кодов в 
МПК вводят дополнительные контрольные основания. С целью определения местоположения и глубины 
ошибки используются позиционные характеристики. В статье представлен алгоритм поиска и коррекции 
ошибок с использованием псевдоортогональных базисов модулярных полиномиальных кодов.
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Введение
В последние годы цифровая обработка 

сигналов (ЦОС) занимает доминирующее 
положение в системах и средствах переда-
чи и обработки информации в связи с нео-
споримыми достоинствами – точность, 
гибкость и высокая скорость обработки. 
Кроме того, с развитием средств вычисли-
тельной техники системы ЦОС становятся 
все дешевле и компактнее. Эффективность 
ЦОС полностью определяется объемом 
вычислений, которые получаются при реа-
лизации математической модели процесса 
цифровой обработки сигнала с помощью 
специализированного процессора (СП). 
Снижение объема вычислений приводит к 
уменьшению аппаратурных затрат при ре-
ализации систем ЦОС или к повышению 
производительности вычислительного 
устройства. Таким образом, выбор алге-
браической системы оптимальной с точки 
зрения минимума объема вычислений при 
реализации методов ЦОС является акту-
альной и важной. 

Постановка задачи исследований
Как правило, в подавляющем большин-

стве приложений задачи ЦОС сводится к 
нахождению значений ортогонального пре-
образования конечной реализации сигнала 
для большого числа точек, что предопреде-
ляет повышенные требования к скорости 
обработки и разрядности вычислительного 
устройства. Решить данную проблему мож-
но за счет перехода от одномерных вычис-
лений к многомерным. В основу данного 
преобразования положена китайская теоре-
ма об остатках (КТО) [1-5]. 

Особое место среди таких систем зани-
мает модулярная полиномиальная система 
класса вычетов, с помощью которых воз-
можна организация ортогональных преоб-
разований сигналов в расширенных полях 
Галуа )( pFG . Если исходное число А пред-
ставить в полиномиальной форме, а в каче-
стве оснований выбрать минимальные мно-
гочлены поля Галуа, то справедливо 

A (z) = (α1 (z), α2 (z).., αn (z)),      (1)
где αi (z) ≡ A (z mod pi(z); pi (z) – минималь-
ный многочлен. 
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Применение модулярных полиномиаль-
ных кодов позволяет свести операции в 
кольце полиномов к соответствующим опе-
рациям над остатками [1-6]. В этом случае

 
)()(

)()()()(
zpiizp i

zzzBzA  ,    (1)
где 

 )(),...,(),()( 21 zzzzA n  ,

  )(),...,(),()( 21 zzzzB n  – 

модулярный код в кольце полиномов; 
)z(pmod)z(A)z( ll  ;

)z(pmod)z(Â)z( ll  ;

  – операции сложения, вычитания и ум-
ножения в GF(p); l = 1, …,n.

Таким образом, основным достоин-
ством непозиционных кодов является, то, 
что данные представляются в виде малораз-
рядных остатков, которые обрабатываются 
по параллельным вычислительным трак-
там. Это позволяет повысить скорость вы-
числений, что и предопределяет интерес к 
полиномиальным непозиционным кодам в 
различных областях применения [1-6].

В работах [1-5] предлагается для эффек-
тивной реализации ортогональных преоб-
разований с высокой точностью и скоро-
стью вычислений реализация дискретного 
преобразования Фурье (ДПФ) в кольце по-
линомов. В этом случае, если имеется коль-
цо полиномов P(z), с коэффициентами в 
виде элементов поля GF(p), то данное коль-
цо разлагается в сумму

)(...)()()( 21 zPzPzPzP n ,         (2)

где Pl(z) – локальное кольцо полиномов, об-
разованное неприводимым полиномом pl(z) 
над полем GF(p); l=1, …, n. 

При этом в кольце полиномов можно ор-
ганизовать ортогональное преобразование, 
представляющее собой полиномиальное 
ДПФ, вида 







1

0
)()()(
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kn
l

n
l

k
l zzxzX  ,             (3)

где   )()(),(),( zPzzxzX l
kn
l

n
l

k
l  , l = 1,2,…,m;

k = 0,1,…,d-1.
При этом должны выполняться следую-

щие условия:
1. )(zi  – первообразный элемент поряд-

ка d для локального кольца Pl(z).
2. d имеет мультипликативный обрат-

ный элемент d*.
Если отмеченные условия выполняют-

ся, то получается циклическая группа, кото-
рая имеет порядок d. В этом случае ортого-

нальное преобразование является полино-
миальным ДПФ для кольца вычетов P(z) 
если существуют преобразования над ко-
нечным кольцом Pl(z).

Поэтому ДПФ над Pl(z) можно обоб-
щить над кольцом P(z), если конечное коль-
цо Pl(z) содержит корень d-ой степени из 
единицы и d имеет мультипликативный об-
ратный элемент d*, такой что справедливо

1 pdd .                      (4)
Основным достоинством системы класса 

вычетов является сравнительная простота 
выполнения модульных операций (сложе-
ния, вычитания, умножения). Формальные 
правила выполнения таких операций в МПК 
позволяют существенно повысить скорость 
вычислительных устройств ЦОС [5]. 

Кроме модульных операций, позволяю-
щих повысить скорость обработки инфор-
мации, модулярные коды позволяют обна-
руживать и исправлять ошибки, возникаю-
щие в процессе функционирования СП. 
Если в качестве рабочих оснований выбрать 
k минимальных многочленов МПК (k<n), то 
данные основания определяют рабочий ди-
апазон





k

i
iðàá zpzP

1

)()( .                  (5)

Если )()( zPzA ðàá , то такой полином 
считается разрешенным и не содержит оши-
бок. В противном случае, полином, пред-
ставленный в модулярном полиномиальном 
коде, содержит ошибки [6-10]. 

Для определения местоположения и 
глубины ошибки в полиномиальной систе-
ме классов вычетов используются позици-
онные характеристики. В работе [9] пред-
ставлен алгоритм вычисления такой харак-
теристики как интервальный номер. Син-
дром ошибки для полиномиального кода 
вычисляется в работе [8]. В работе [7] по-
казана математическая модель поиска оши-
бочного основания с использованием алго-
ритма нулевизации. Структура устройства 
спектрального обнаружения и коррекции в 
кодах полиномиальной системы классов 
вычетов приведена в работе [10].

Одной из характеристик, использующе-
мой при выполнении процедур поиска и 
коррекции ошибок в модулярных кодах, яв-
ляется след полинома. Для получения дан-
ной характеристики используются псевдо-
ортогональные полиномы. Они представля-
ют собой ортогональные полиномы, у кото-
рых нарушена ортогональность по несколь-
ким основаниям. Известно, что если в псев-
доортогональных полиномах нарушена ор-
тогональность по контрольным основани-
ям, то данные полиномы являются ортого-

kn

kn), ),

раб

раб
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нальными полиномами безизбыточной си-
стемы оснований полиномиальной системы 
классов вычетов.

Для получения псевдоортогональных 
полиномов проведем расширение системы 
оснований p1(z), …, pk(z) на r контрольных 
оснований pk+1(z), …, pk+r(z) и представим 
ортогональные полиномы в виде:

Выражение (6) определяет значения 
псевдоортогональных полиномов, у кото-
рых нарушена ортогональность по кон-
трольным основаниям.

Согласно китайской теореме об остатках 

)(mod)()()(
1

zPzBzazA i

rk

i
i





 ,         (7)

полином можно представить в виде:

...)0),...,(,0()0,...,0),(()( 21 zzzA  

))(,...,0,0( zk  .                    (8)

Тогда каждое слагаемое выражения (4) 
представляет собой

)(mod)()()0),...,(,...,0,0( * zPzBzz ðàáiii   , (9)

где Bi*(z) – ортогональный базис безизбы-
точной системы оснований МПК.

Подставив выражение (6) в равенство 
(8), и учитывая, что в процессе выполнения 
операции не бывает выход за пределы 
Pраб(z), получаем

))(),...,(,0,...,0),(()( 11
11 zzzzA rkk   

))(),...,(,0),...,(,0( 22
12 zzz rkk   

)).(),...,(),(,...,0,0(... 1 zzz k
rk

k
kk  

Следовательно, справедливо
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Таким образом, на основании (9) и вос-
пользовавшись значениями псевдоортого-
нальных полиномов, определяемых равен-
ством (6), можно вычислить значения 
остатков по контрольным основаниям 

)(),...,( **
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Затем на основании полученных значе-
ний и значений, поступающих на вход 
устройства коррекции ошибок, можно опре-
делить синдром ошибки согласно выражения

Если разность равна нулю, т.е. 
0)(,...,0)(   zz rklk  , то исходный полином 

является разрешенным и не содержит ошиб-
ки. В противном случае модулярная комби-
нация является запрещенной. Тогда в 
зависимости от величины синдрома ошиб-
ки осуществляется коррекция ошибки, т.е.

)0),...,(,...,0())(),...,(),...,(()( '
1 zzzzzA iki  

 
))(),...,()(),...,(( '

1 zzzz kii  

))(),...,(),...,(( 1 zzz ki            (12)
где )0),...,(,...,0( zi  – вектор ошибки моду-
лярного кода; )(zi  – глубина ошибки по 
i-му модулю МПК.
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В работе [6] представлена структура 
устройства для преобразования числа из по-
линомиальной системы классов вычетов в 
позиционный код с коррекцией ошибки, в 
процессе функционирования которого ис-
пользуется данный алгоритм. Следует отме-
тить, что этот алгоритм поиска и коррекции 
ошибок позволяет осуществить поиск и 
коррекцию всех однократных ошибок с ис-
пользованием двух контрольных оснований 
и 90 процентов двоичных ошибок. 

Вывод
В работе показана возможность осу-

ществления цифровой обработки сигналов 
с использованием математической модели 
ЦОС, обладающей свойством кольца и 
поля. Применение полиномиальных кодов 
позволяет повысить скорость обработки 
данных за счет применения малоразряд-
ных остатков и их параллельной архитек-
туре вычислений. Кроме того, МПК могут 
использоваться для повышения отказоу-
стойчивости вычислительных систем. В 
работе рассмотрен алгоритм вычислений 
позиционной характеристики на основе 
ортогональных базисов, у которых нару-
шена ортогональность по контрольным ос-
нованиям.
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