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Рассмотрена задача о воздействии плоской продольной волны в виде импульсного воздействия (восхо-
дящая часть – четверть круга, средняя – горизонтальная, нисходящая – линейная) на упругую полуплоскость. 
Для решения поставленной задачи применяются линейные волновые уравнения механики деформируемого 
твердого тела. Реализация исследуемой задачи осуществляется с помощью численного моделирования урав-
нений волновой механики. На основе метода конечных элементов в перемещениях разработана: методика; 
алгоритм; комплекс программ. За основные неизвестные приняты два перемещения и две скорости переме-
щений в узле конечного элемента. Задачи решаются методом сквозного счета, без выделения разрывов. Ли-
нейная динамическая задача с начальными и граничными условиями приведена к системе линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений с начальными условиями, которая решается по явной двухслойной 
схеме. Приводится сопоставление с результатами аналитического решения. Результаты численного метода 
соответствуют физической достоверности и математической точности. 

Ключевые слова: волновое уравнение, методика, алгоритм, комплекс программ, основные 
неизвестные, перемещение, скорость перемещений, ускорение, компоненты 
тензора напряжений, метод сквозного счета, дифференциальные уравнения, 
уравнения в частных производных, полуплоскость, импульсное воздействие, 
плоская продольная волна

NUMERICAL SIMULATION OF PLANE LONGITUDINAL WAVES IN THE FORM OF 
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The problem of impact of a plane longitudinal wave in the form of pulse exposure (ascending part, a quarter 
circle, the middle is horizontal, downward – linear) elastic half-plane. To solve the set tasks apply linear wave 
equations of solid mechanics. The implementation of the investigated problem by using numerical simulation of 
the equations of wave mechanics. On the basis of the finite element method in displacements developed: method; 
algorithm; complex programs. For principal variables taken two moves and two speeds of displacement at node finite 
element. Problems are solved by a method of capturing, without isolation gaps. Linear dynamic problem with initial 
and boundary conditions are given to the system of linear ordinary differential equations with the initial conditions, 
which is solved using an explicit two-layer scheme. Provides a comparison with the results of the analytical solution. 
The results of the numerical method are accuracy and mathematical precision.
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О численном методе, алгоритме 
и комплексе программ

Некоторые исследования в  области 
моделирования нестационарных волн на-
пряжений в  деформируемых областях раз-
личной формы рассмотрены в  следующих 
работах [1–10]. 

Рассматривается моделирование не-
стационарных волн напряжений в  дефор-
мируемых областях с помощью метода ко-
нечных элементов в перемещениях. Задачи 
решаются методом сквозного счета, без вы-
деления разрывов. То есть применяется од-
нородный алгоритм. За основные неизвест-
ные в узле конечного элемента приняты два 
упругих перемещения и две скорости упру-
гих перемещений. Основные соотношения 
метода конечных элементов в перемещени-

ях по  пространственным координатам по-
лучены с  помощью принципа возможных 
перемещений, то есть с  помощью метода 
динамического равновесия внутренних 
и внешних сил. 

Для аппроксимации по  простран-
ственным координатам применяются тре-
угольные конечные элементы с  линейной 
аппроксимацией упругих перемещений 
и прямоугольные конечные элементы с че-
тырьмя узловыми очками с  билинейной 
аппроксимацией упругих перемещений. 
Для  аппроксимации по  временной коор-
динате применяются линейные конечные 
элементы с двумя узловыми точками с ли-
нейной аппроксимацией перемещений. 
С  помощью метода конечных элементов 
в перемещениях линейная задача с началь-
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ными и  граничными условиями приведена 
к линейной задаче Коши. С помощью конеч-
ноэлемнтного варианта метода Галеркина 
система обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка в перемещениях 
с начальными условиями приведена к явной 
двухслойной конечноэлементной линей-
ной схеме в перемещениях для внутренних 
и граничных узловых точек. 

На основе метода конечных элементов 
в перемещениях разработаны численный ме-
тод, алгоритм и комплекс программ для ре-
шения линейных плоских двумерных задач, 
которые позволяют решать задачи при не-
стационарных динамических воздействиях 
на сложные деформируемые системы. 
Моделирование плоской продольной 
упругой волны в полуплоскости
Некоторая информация о  физической 

достоверности результатов разработанного 
численного метода, алгоритма и комплекса 
программ рассмотрена в  следующих рабо-
тах [4–7, 9]. 

Рассмотрим задачу о  воздействии пло-
ской продольной волны в виде импульсного 
воздействия (восходящая часть  – четверть 
круга, средняя  – горизонтальная, нисходя-
щая – линейная) (рис. 2) на упругую полу-

плоскость (рис. 1). На границе полуплоско-
сти AB приложено нормальное напряжение 
, которое при 1      11n≤ ≤  ( /n t t= ∆ ) 

изменяется от 0 до P, при 11      21n≤ ≤  
равно P и  при 21      31n≤ ≤  изменяет-
ся от P до 0 ( ,   МПа). Гра-
ничные условия для  контура BCDA при 

 . Отраженные вол-
ны от контура BCDA не доходят до ис-
следуемых точек при 0      80n≤ ≤ . Расче-
ты проведены при следующих исходных 
данных: ; ∆t = 1,393⋅10-6  с;  
E = 3,15⋅104 МПа (3,15⋅105 кгс/см2);  n= 0,2; 
r=0,255⋅104  кг/м3  (0,255⋅10-5  кгс с2/см4);  
Cp= 3587 м/с; Cs= 2269 м/с. Исследуемая рас-
четная область имеет 20402 узловых точек. 
Решается система уравнений из 81608 неиз-
вестных. 

На рис. 3–5 представлено изменение нор-
мального напряжения xσ  ( 0/x xσ = σ σ ) 
во времени n в точках B1–B3. 

На рис. 6–8 представлено изменение нор-
мального напряжения yσ  ( 0/y yσ = σ σ ) 
во времени n в точках B1–B3. 

В данном случае можно использовать 
условия на фронте плоской волны, которые 
изложены в работе [1]. 

Рис. 1. Постановка задачи о распространении плоских продольных волн в упругой полуплоскости
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Рис. 2. Импульсное воздействие (восходящая 
часть – четверть круга, средняя – 

горизонтальная, нисходящая – линейная) 
Рис. 3. Изменение нормального напряжения xσ  

во времени  в точке B1

Рис. 4. Изменение нормального напряжения xσ  
во времени в точке B2

Рис. 5. Изменение нормального напряжения xσ  
во времени  в точке B3
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Рис. 6. Изменение нормального напряжения yσ  
во времени  в точке B1

Рис. 7. Изменение нормального напряжения yσ  
во времени  в точке B2

Рис. 8. Изменение нормального напряжения yσ   
во времени  в точке B3
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Предположим, что от некоторых точек 
упругой среды производится какое-то воз-
мущение. Тогда из этих точек во все сто-
роны начинают излучаться волны. На  не-
котором расстоянии от центра возмущения 
рассматриваемые волны можно представить 
как плоские. Тогда все частицы движутся 
параллельно направлению распростране-
ния волны. Такие волны принято считать 
плоскими. На фронте плоской продольной 
волны имеются следующие аналитические 
зависимости для  плоского напряженного 
состояния 0-xσ = σ  и  0-yσ = n σ . Отсю-
да видим, что точное решение задачи соот-
ветствует воздействию  (рис. 2). 

Для упругих нормальных напряжений 
 и   имеется хорошее качественное и ко-

личественное согласование с  результатами 
точного решения. Таким образом, можно 
сделать вывод, что на точность численного 
решения оказывает влияние аппроксимация 
воздействия.

Сравнение результатов нормальных на-
пряжений, полученных с помощью метода 
конечных элементов в  перемещениях, при 
решении задачи о  распространении пло-
ских продольных волн в виде импульсного 
воздействия (восходящая часть  – четверть 
круга, средняя  – горизонтальная, нисходя-
щая – линейная) в  упругой полуплоскости 
с  результатами аналитического решения, 
показало хорошее совпадение. На  осно-
вании проведенных исследований можно 
сделать вывод о  физической достоверно-
сти результатов численного решения задач 
о  распространении импульсных воздей-
ствий в деформируемых телах.
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