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Приводится информация о численном моделировании волн напряжений в объекте сложной формы. Рас-
сматриваются некоторые вопросы решения задачи о воздействии упругой взрывной волны в объекте хра-
нения опасных веществ. С помощью метода конечных элементов дифференциальные уравнения в частных 
производных приведены к линейной задаче Коши с начальными условиями. С помощью конечноэлемент-
ного варианта метода Галеркина система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка 
в перемещениях с начальными условиями приведена к  явной двухслойной конечноэлементной линейной 
схеме в  перемещениях для внутренних и  граничных узловых точках исследуемой области. За основные 
неизвестные в узле конечного элемента приняты два упругих перемещения и две скорости упругих переме-
щений. Основные соотношения метода конечных элементов в перемещениях по пространственным коорди-
натам получены с помощью принципа возможных перемещений, то есть с помощью метода динамического 
равновесия внутренних и внешних сил. Поставленная задача решается с помощью методов вычислительной 
механики. Для решения задачи используется численный метод, алгоритм и комплекс программ, разрабо-
танный автором статьи. Получены компоненты тензора напряжений в характерных областях исследуемой 
задачи. Приводятся контурные напряжения на свободной поверхности упругой полуплоскости. Показано, 
что полости увеличивают безопасность окружающей среды от взрывных воздействий в объекте хранения 
опасных веществ.
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MATHEMATICAL MODELING OF TRANSIENT ELASTIC STRESS WAVES  
IN THE OBJECT STORAGE OF HAZARDOUS SUBSTANCES  

WITH A CAVITY IN THE SHAPE OF A RECTANGLE  
(RATIO OF WIDTH TO HEIGHT OF ONE TO FIVE)
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Provides information on numerical modelling of stress waves in an object of complex shape. The solution 
to the problem of elastic impact of a blast wave in the object the storage of hazardous substances. Using the finite 
element method differential equations reduced to linear Cauchy problem with initial conditions. With the help of the 
finite element Galerkin method option system of ordinary differential equations of the second order in displacements 
with initial conditions given by an explicit two-layer finite-element scheme in linear movements for internal and 
boundary nodal points in the study area. For the main unknown node finite element has two elastic movement and 
two speeds of elastic displacements. The basic relations of the finite element method in displacements in spatial 
coordinates is obtained using the principle of possible displacements, i.e. using the method of dynamic balance 
of internal and external forces. The problem is solved using methods of computational mechanics. To solve the 
problem using a numerical method, algorithm and package of programs was developed by the author. The obtained 
stress tensor components in the characteristic areas of the investigated problem. Given a contour stress on the free 
surface of an elastic half-plane. It is shown that the cavity enhance the safety of the environment from the effects of 
explosive object in the storage of hazardous substances. 

Keywords: computational experiment, impact, impulse, blast wave, impact in the form of a triangle, wave 
theory, explosion safety, numerical simulation, object storage of hazardous substances, vertical 
rectangular cavity, the elastic half-plane, non-reflecting boundary conditions, a contour stress, 
stress tensor components, the safety of the environment 

Постановка задачи
Для решения задачи о  моделировании 

упругих волн в  деформируемых областях 
сложной формы рассмотрим некоторое 
тело Г в прямоугольной декартовой систе-
ме координат XOY (рис. 1), которому в на-

чальный момент времени 0t =  сообщается 
механическое воздействие. Предположим, 
что тело Г  изготовлено из однородного 
изотропного материала, подчиняющегося 
упругому закону Гука при малых упругих 
деформациях. 
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Точные уравнения двумерной (плоское 
напряженное состояние) динамической те-
ории упругости имеют вид 
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где xσ , yσ  и  xyτ  – компоненты тензора упру-
гих напряжений; xε , yε  и  xyγ  – компонен-
ты тензора упругих деформаций; u и v – со-
ставляющие вектора упругих перемещений 
вдоль осей OX и OY соответственно; ρ   – 

плотность материала; 
2(1- )p

EC =
ρ ν

  – 

скорость продольной упругой волны; 

2 (1 )s
EC =

ρ + ν
  – скорость поперечной 

упругой волны; ν   – коэффициент Пуас-
сона; E – модуль упругости; 1 2( )S S S  – 
граничный контур тела Г.

Систему (1) в  области, занимаемой те-
лом Г, следует интегрировать при началь-
ных и граничных условиях. 

Разработка численного метода, 
алгоритма и комплекса программ
Конечноэлементное моделирование по-

зволяет задачу с  бесконечным числом не-
известных привести к  задаче с  конечным 

числом неизвестных, решение которой 
принципиально возможно на вычислитель-
ных машинах. 

С помощью конечноэлементного моде-
лирования получаем приближенное реше-
ние дифференциальной задачи, то есть зада-
чи с начальными и граничными условиями. 

В работах [1–10] приводится инфор-
мация о  численном моделировании неста-
ционарного динамического напряженного 
состояния сложных систем с помощью раз-
работанного метода и о постановке безопас-
ности сложных систем.

Для решения двумерной нестационар-
ной динамической задачи математической 
теории упругости с  начальными и  гранич-
ными условиями (1) используем метод ко-
нечных элементов в перемещениях. 

Принимая во внимание определение ма-
трицы жесткости, вектора инерции и векто-
ра внешних сил для тела Г, записываем при-
ближенное значение уравнения движения 
в теории упругости

 H K RΦ+ Φ =




 , 0 0t=Φ = Φ
 

,

	  0 0t=Φ = Φ
 
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где H  – диагональная матрица инерции; 
Κ   – матрица жесткости; Φ



  – вектор уз-
ловых упругих перемещений; Φ



   – вектор 
узловых упругих скоростей перемещений; 
Φ


   – вектор узловых упругих ускорений; 
R


 – вектор внешних узловых упругих сил. 
Интегрируя уравнения (2) конечноэ-

лементным вариантом метода Галеркина, 
получим явную двухслойную конечноэле-
ментную линейную схему в перемещениях 
для внутренних и граничных узловых точек

 -1
1 (- )i i i itH K R+Φ = Φ + ∆ Φ +
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Рис. 1. Некоторое тело Г в прямоугольной декартовой системе координат XOY
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Шаг по временной переменной коорди-
нате t∆  выбирается из следующего соотно-
шения

	 
min0,5 i

p

lt
C
∆

∆ =  ( 1, 2, 3, ...)i = , 	(4)

где l∆  – длина стороны конечного элемента.
На основе метода конечных элементов 

в перемещениях разработана методика, раз-
работан алгоритм и  составлен комплекс 
программ для решения двумерных линей-
ных и  нелинейных задач при различных 
начальных и  граничных условиях, для об-
ластей сложной формы. Комплексы про-
грамм написаны на алгоритмическом языке 
Фортран-90.

В работах приведена информация о до-
стоверности численного моделирования не-
стационарных волн напряжений в областях 
различной формы с  помощью разработан-
ного метода, алгоритма и  комплекса про-
грамм [1–4, 9–10].

Решение задачи о воздействии 
взрывной волны в объекте хранения 
опасных веществ с полостью в виде 

прямоугольника (соотношение ширины 
к высоте один к пяти)

Рассмотрим задачу о  воздействии 
взрывной волны (рис. 3) в объекте хранения 
опасных веществ с полостью в виде прямо-
угольника (соотношение ширины к высоте 
один к пяти) (рис. 2). 

Расчеты проводились при следующих 
единицах измерения: килограмм-сила (кгс); 
сантиметр (см); секунда (с). Для перехода 
в  другие единицы измерения были при-
няты следующие допущения: 1  кгс/см2  ≈  
≈ 0,1 МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3. 

По нормали к контуру IJKL приложено 
нормальное напряжение nσ , которое при 
0 10n≤ ≤  ( /n t t= ∆ ) изменяется линей-
но от 0 до Р, а  при 10 20n≤ ≤  от Р до 0  
( 0P = σ ). На контуре JI приложено нор-
мальное напряжение yσ  ( yσ = 0σ ,  

0σ = 0,1 МПа (1  кгс/см2)). На контуре KL 
приложено нормальное напряжение yσ   
( yσ = 0σ , 0σ = – 0,1 МПа (– 1 кгс/см2)). 

Рис. 2. Постановка задачи о воздействии упругой взрывной волны в объекте хранения опасных 
веществ с полостью в виде прямоугольника (соотношение ширины к высоте один к пяти) 
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Рис. 3. Взрывное воздействие в виде типа дельта функции для задачи с полостью (соотношение 
ширины к высоте один к пяти)

На контуре IL приложено нормальное 
напряжение xσ  ( xσ = 0σ , 0σ = 0,1  МПа 
(1  кгс/см2)). На контуре JK приложено 
нормальное напряжение xσ  ( xσ = 0σ ,  

0σ =  – 0,1  МПа (–1  кгс/см2)). Гранич-
ные условия для контура PQRA при 0t >  

0u v u v= = = =  . Отраженные волны 
от контура PQRA не доходят до иссле-

дуемых точек при 0 200n≤ ≤ . Контур 
ABCDEFGHMNOP свободен от нагрузок. 

Расчеты проведены при следую-
щих исходных данных: H x y= ∆ = ∆ ; 
Δt = 1,393⋅10-6  с; E= 3,15⋅104  МПа 
(3,15⋅105 кгс/см2); ν=0,2; ρ=0,255⋅104  кг/м3 
(0,255⋅10–5  кгс с2/см4); pC = 3587  м/с;  

sC = 2269 м/с. 

Рис. 4. Изменение упругого контурного напряжения  во времени /t t∆  в точке А1:  
1 – в задаче без полости; 2 – в задаче полостью (соотношение ширины к высоте один к пяти) 
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Рис. 5. Изменение упругого контурного напряжения  во времени /t t∆  в точке А2:  
1 – в задаче без полости; 2 – в задаче полостью (соотношение ширины к высоте один к пяти)

Рис. 6. Изменение упругого контурного напряжения  во времени /t t∆  в точке A3:  
1 – в задаче без полости; 2 – в задаче полостью (соотношение ширины к высоте один к пяти)
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Исследуемая расчетная область име-
ет 14250 узловых точек. Решается система 
уравнений из 57000 неизвестных. 

На рис. 4–6 показано изменение упругого 
контурного напряжения kσ  ( 0/k kσ = σ σ ) 
во времени n в точках 1- 3A A  (рис. 2), на-
ходящихся на свободной поверхности упру-
гой полуплоскости (расстояние между точ-
ками: A1 и A2 равно H; A2 и A3 равно H). 

Выводы
Полость, с  соотношением ширины 

к высоте один к пяти, уменьшает величину 
упругого растягивающего контурного на-
пряжения kσ  в  1,462 раза. Полость, с  со-
отношением ширины к высоте один к пяти, 
уменьшает величину упругого сжимающего 
контурного напряжения kσ  в 1,66 раза. 

Полость, с  соотношением ширины 
к высоте один к пяти, уменьшает величину 
упругого растягивающего нормального на-
пряжения xσ  в 1,51 раза. Полость, с соот-
ношением ширины к  высоте один к  пяти, 
уменьшает величину упругого сжимающего 
нормального напряжения xσ  в 1,84 раза. 

Полость, с  соотношением ширины 
к высоте один к пяти, уменьшает величину 
упругого растягивающего нормального на-
пряжения yσ  в 1,52 раза. Полость, с соот-
ношением ширины к  высоте один к  пяти, 
уменьшает величину упругого сжимающего 
нормального напряжения yσ  в 1,81 раза. 

Полость, с  соотношением ширины 
к высоте один к пяти, уменьшает величину 
упругого растягивающего касательного на-
пряжения xyτ  в 1,81 раза. Полость, с соот-
ношением ширины к  высоте один к  пяти, 
уменьшает величину упругого сжимающего 
касательного напряжения xyτ  в 1,54 раза. 
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