
деформации. Коэффициент вязкости заменя-
ется на коэффициент турбулентной вязкости, 
который определяется из осреднения подсеточ-
ных пульсаций, т.е. пульсаций, размер которых 
меньше размера сетки. К исходным уравнениям 
могут быть добавлены несколько дополнитель-
ных уравнений, например, для подсеточной ки-
нетической энергии и т.п. Уравнения решаются 
по времени относительно разрешенных перемен-
ных, при этом пульсации с подсеточными часто-
тами отфильтровываются с помощью того или 
иного фильтра, а то, что остается, усредняется по 
времени. В этом их главное отличие от моделей 
типа Буссинеска или Прандтля, которые можно 
использовать и в стационарных постановках. 

Однако практика показала, что сильно 
анизотропные течения, такие, как течение 
в пограничном слое или в слое смешения, не 
ухватываются такими теориями, приводя к не-
правильному профилю скорости и другим эф-
фектам. Последние экспериментальные дости-
жения показывают, что подобные модели не 
содержат ряд эффектов, которые наблюдаются 
в реальных потоках. После скрупулезного ана-
лиза оказалось, что подсеточные модели долж-
ны содержать эффекты переноса энергии по 
спектру в инерционной области, включая об-
ратное рассеяние энергии, а также ее перерас-
пределение между нормальными компонентами 
тензора напряжений. Эти эффекты являются 
следствием нелинейных взаимодействий и ани-
зотропии. Результаты, полученные при исполь-
зовании нелинейной модели в крупномасштаб-
ном моделировании нейтрального сдвигового 
пограничного слоя в атмосфере, демонстрируют 
существенное улучшение в предсказании сред-
них величин по сравнению с линейными моде-
лями типа модели Смагоринского. Эти результа-
ты показывают также сильное влияние модели 
на структуру течения.

Описаны результаты теоретических иссле-
дований, связанных с решением задачи об изо-
тропной и однородной турбулентности. Приво-
дится простое физическое введение в сущность 
явления, дается краткое описание математиче-
ских методов, позволяющих описывать систе-
мы с бесконечным числом степеней свободы. 
Кроме того, подводится итог применения этих 
методов для описания однородной и изотропной 
турбулентности. Рассмотрены парадоксы и осо-
бенности этих методов. Все это дает хорошую 
основу для понимания и применения современ-
ных математических подходов к решению задач 
о турбулентном движении жидкости. 

В данной книге не дано полное обоснова-
ние теоретических методов, а в области экспе-
римента не описана вся его сложность и при-
влекательность. В связи с этим заметим, что 
в последние два десятилетии обнаружилось, 
что движение жидкости, являющейся сложней-
шей естественной нелинейной системой, не-

обычайно богато удивительными явлениями. 
Это справедливо для простых жидкостей даже 
при малых числах Рейнольдса, но это справед-
ливо в гораздо большей степени для гетероген-
ных систем, особенно в турбулентном режиме. 
В последнем случае уменьшение турбулентного 
трения за счет введения полимерной добавки – 
наиболее яркий пример, в котором турбулентное 
трение может быть уменьшено на 95 %. В этом 
явлении мы встречаемся с макроскопическим 
аналогом явления сверхтекучести, который 
можно наблюдать в лабораторных условиях при 
нормальной температуре. Возможно, посколь-
ку линейные проблемы уже решены в физике, 
и традиционные области физики конденсиро-
ванного состояния превратились в электротех-
нику, материаловедение или инженерные науки, 
ученые в области фундаментальных наук могут 
с большей энергией обратиться к исследовани-
ям макроскопического движения жидкости. Нам 
представляется, что это то направление, в кото-
ром каждый может найти область применения. 
Работа выполнена при поддержке Российского 
Научного Фонда (проект № 14-11-00709).

МЕТОДЫ МОНТЕ-КАРЛО И ИХ 
ПРИЛОЖЕНИЕ В МЕХАНИКЕ 

И АЭРОДИНАМИКЕ 
(учебное пособие)

Хлопков Ю.И., Горелов С.Л.
Московский физико-технический институт, 
Жуковский, e-mail: zayyarmyomyint@gmail.com

Учебное пособие представляет собой из-
ложение основ статистического моделирования 
и приложение их к решению различных задач 
математики и механики. Пособие является до-
полнением к курсу лекции, читаемому в фа-
культете аэромеханики и летательной техники 
МФТИ, может быть использовано при самосто-
ятельном изучении. Изложение материала посо-
бия построено таким образом, что постепенно 
вводит обучаемого в круг понятие нетрадици-
онных методов вычислительной математики. 
В приложении дают задачи, которые можно ис-
пользовать для самоконтроля. Пособие предна-
значено для студентов, аспирантов, преподава-
телей и инженеров.

Метод Монте-Карло является численным 
методом моделирования широкого круга яв-
лений и решения математических задач, свя-
занный с получением и преобразованием слу-
чайных чисел. Создателями метода принято 
считать американских математиков Дж. Нейма-
на и С. Улама в соответствии с работой 1949 г. 
Благодаря этой работе в науку прочно вошел 
термин Монте-Карло. 

На основное развитие методов Монте-
Карло началось с середины 50-х годов после 
международной конференции по мирному ис-
пользованию атомной энергии работами совет-
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ских ученых В.В. Чавчанидза, Ю.А. Шрейдера, 
В.С. Владимирова. И с этого времени советская 
наука прочно удерживает приоритет на мировой 
арене в этой новой ветви вычислительной мате-
матики, постоянно углубляя теоретические ос-
новы методой и расширяя область приложения. 
В настоящее время трудно называть область 
науки, где не использовались бы методы Мон-
те-Карло, начиная от нужд чистой математики 
и кончая экономикой, медициной и военным 
делом. В стране был центров развития методов 
Монте-Карло. В Новосибирске – СО АН СССР 
(Г.И. Марчук, Г.А. Михайлов), в Ленинграде – 
ЛГУ С.М. Ермаков), в Москве – МГУ (И.М. Со-
боль), ИМП (В.Г. Золотухин, В.С. Владимиров), 
ВЦ АН СССР и МФТИ (О.М. Белоцерковский, 
В.Е. Яницкий), в Жуковском – ЦАГИ (М.Н. Ко-
ган, А.И. Ерофеев, В.И. Власов, Ю.И. Хлопков, 
С.Л. Горелов, В.А. Жаров), в Дубне и др.

Хотя теоретических основа получения на-
дежного результата с помощью набора случай-
ных параметров была известна давно, первая 
опубликованная работа по использованию ме-
тода статистических испытаний, вероятно, была 
работой Холла в 1873 г. по экспериментальному 
определению числа . На плоскость, разлино-
ванную параллельными прямыми, отстоящими 
друг от друга на расстоянии L, бросается игла 
длиной l ≤ L. φ – угол наклона иглы к направле-
нию линий, у – расстояние ее нижнего конца до 
ближайшей сверху прямой. φ равномерно рас-
пределен на отрезке 0 и π, у – на отрезке 0 и L. 
Здесь ясно, что игла будет пересекать одну из ли-
ний на плоскости только тогда когда y ≤ l·sin φ, 
т.е. когда соответствующая случайная точка (φ, у) 
попадает в область под кривой у = l·sin φ. Еще, 
бросая иглу на поверхность достаточно большое 
число раз N, подсчитываем количество пересе-
чений иглой линий на плоскости. Их отношение 
приближенно будет равно отношению площади 
под кривой к площади прямоугольника и будет: 

Откуда получим

В широком смысле слова методами Монте-
Карло называют основанные на моделировании 
случайных величин методы решения различных 
задач из таких областей, как статистическая фи-
зика, вычислительная математика, теория игр, 
математическая экономика и других. 

Предположим, что случайная величина ξ 
определена в интервале а < x < b и имеет плот-
ность p(x) при а < x < b. Обозначим через F(x) 
функцию распределения величины ξ, которая 
при a < x < b равна

Пределы а и b могут быть бесконечные, т.е. 
а = – и b = . Можно показать, что случайная 
величина ξ, удовлетворяющая этому уравнению, 
имеет плотность распределения p(x). Действи-
тельно, так как функция F(x) монотонно возрас-
тающая и F(a) = 0, F(b) = 1, уравнение F(ξ) = α 
имеет единственный корень при каждом α, 
при этом 

P{x <  < x + dx} = P{F(x) <  < F(x + dx)} 
и так как случайная величина α равномерно рас-
пределена в интервале (0, 1), то 

P{x <  < x + dx} = F(x + dx) – F(x) = p(x)dx, 
что и требовалось доказать.

Многие явления в природе, технике, эконо-
мике и других областях носят случайный ха-
рактер, т.е. невозможно точно предсказать, как 
явление будет происходить. Оказывается, что 
течение таких явление может быть описано ко-
личественно, если только они наблюдались до-
статочное число раз при неизменных условиях. 
Так, например, нельзя при бросании монеты 
предсказать, выпадет «герб» или «цифра». Но 
если бросать монету очень чисто, то можно за-
метить, что отношение числа бросаний о выпа-
дение «цифры» к общему числу бросаний мало 
отличается от 1/2 и тем менее откланяется от 
1/2, чем больше совершено бросаний.

Случайный эксперимент, или опыт, есть про-
цесс, при котором возможны различные исходы, 
так что заранее нельзя предсказать, каков будет ре-
зультат. Опыт характеризуется тем, что его в прин-
ципе можно повторить сколько угодно раз. Особое 
значение имеет множество возможных взаимно 
исключающих друг друга исходов опыта.

Возможные исключающие друг друга ис-
ходы опыта называется его элементарными со-
бытиями. Множество элементарных событий 
обозначим E. Пример, однократное бросание 
игральной кости. Возможные исключающие 
друг друга исходы этого опыта – выпадение од-
ного из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Множество E состо-
ит из шести элементарных событий e1, e2, e3, e4, 
e5, e6, причем элементарное событие ei означает, 
выпадает число i. 

Помимо элементарных событий, часто инте-
ресны события более сложной природы, напри-
мер в случае игральной кости событие «выпада-
ет четное число».

Пусть осуществляется некоторый опыт 
и пусть E – множество его элементарных собы-
тий. Каждое подмножество A  E называется со-
бытием. Событие А происходит тогда и только 
тогда, когда происходит одно из элементарных 
событий, из которых состоит А.

Подмножества E, а следовательно, и само 
E, и пустое множество  интерпретируются, со-
гласно общему определению, как события. Так 
как E состоит из всех элементарных событий, 
а при каждом опыте обязательно происходит 
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одно из элементарных событий, таким образом, 
E происходит всегда. Такое событие называет-
ся достоверным событием. Пустое множество  
не содержит элементарных событий и, следова-
тельно, никогда не происходит. Такое событие 
называют невозможным событием.

Как правило, при использовании метода 
Монте-Карло моделируется случайные вели-
чины с известным законами распределения, из 
этих величин по заданным алгоритмам вычисля-
ются значения существенно более сложных слу-
чайных величин, распределение которых уже не 
может быть найдено аналитически и использу-
ется методы математической статистики. При 
этом различают два подхода: параметрический 
и непараметрический. Параметрический подход 
предполагает, что искомое распределение из-
вестно с точностью до значений конечной числа 
параметров. Непараметрический подход исполь-
зуется когда параметрический вид плотности не-
известен, т.е. в тех случаях, когда информация 
о характере результатов либо практически отсут-
ствует, либо имеет слишком общий характер.

Вероятная ошибка метода Монте-Карло 
пропорциональна p/N. Скорость убывания 
этой ошибкой с ростом N невелика. Поэтому 
важно научиться выбирать для расчета интегра-
лов такие вычислительные или другими слова-
ми, такие случайные величины , для которых 
дисперсия D по возможности будет мала. Спо-
собы построения таких схем называют метода-
ми уменьшения дисперсии, имея в виду, что для 
этих способ дисперсия должна быть меньше, 
чем дисперсия простейшего метода Монте-Кар-
ло. Работа выполнена при поддержке Россий-
ского Научного Фонда (Проект № 14-11-00709).

ПРИЛОЖЕНИЕ 
МЕТОДОВ СТАТИСТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ (МОНТЕ-КАРЛО) 
(учебное пособие)

Хлопков Ю.И., Горелов С.Л.
Московский физико-технический институт, 
Жуковский, e-mail: zayyarmyomyint@gmail.com

Пособие основано на годовом курсе лекций, 
которые читаются на 3–6 курсах и в аспиран-
туре МФТИ. Приводятся основы метода Мон-
те-Карло и приложения метода к различным 
задачам математики и механики. Излагаются ос-
новные методы решения систем линейных и не-
линейных алгебраических уравнений, методы 
решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных, решение уравнений матема-
тической физики с помощью систем линейных 
алгебраических уравнений. Большое внимание 
уделяется решению задач аэродинамики (это 
оригинальные разработки авторов).

Быстрое развитие вычислительной техники 
стимулировало разработку численных методов 
статистического моделирования (методы Мон-

те-Карло) широкого класса задач механики, 
физики, биологии, химии. Эти задачи условно 
можно разделить на два вида. К первому виду 
относятся задачи стохастической природы, ког-
да метод Монте-Карло используется для прямо-
го моделирования естественной вероятностной 
задачи. Ко второму виду относятся детермини-
рованные задачи, описываемые вполне опреде-
ленными уравнениями. В этом случае строится 
вероятностный процесс, математическое ожида-
ние которого совпадает с решением соответству-
ющего уравнения. Этот процесс численно моде-
лируется методом Монте-Карло на ЭВМ, что 
позволяет получить решение в виде статистиче-
ских оценок, о построение датчиков случайных 
чисел, о преобразовании случайных величин, 
о способах вычисления интегралов методом 
Монте-Карло, построение метода Монте-Карло 
для прямого статистического моделирования 
течений сильноразреженного бесстолкнови-
тельного газа. В данном пособий описываются 
способы построения методов Монте-Карло для 
различных уравнений, в частности, для реше-
ния систем алгебраических уравнений, диф-
ференциальных уравнений физики, интеграль-
ных и интегродифференциальных уравнений. 
Рассматривается методы прямого статистиче-
ского моделирования течений разреженного 
газа, описываемых уравнениями Больцмана, 
сплошносредных течений газа, описываемых 
уравнениями Эйлера, а также нестационарных 
турбулентной процессов, имеющих стохастичес-
кую природу.

Метод Хэвиленда основан на линеаризации 
исходной нелинейной задачи. Методы прямого 
статистического моделирования (Берд, Белоцер-
ковский, Яницкий, Хлопков, Иванов, Лукшин). 
Недостатком метода Хэвиленда и его модифи-
каций является то, что в его основе лежит раз-
деление интеграла столкновения на две части, 
причем результат вычисления части интеграла 
столкновения, ответственного за убыль частиц 
(частота столкновения), вычисляется в преды-
дущей итерации, а часть интеграла столкно-
вения вычисляется в последующей итерации, 
что приводит и появлению систематической 
ошибка в вычислении интеграла столкновений. 
В задачах, в которых определяющими являются 
процессы переноса, ошибки, возникающие в ре-
зультате вычисления интеграла столкновения, 
мала влияют на решение задачи, и ими можно 
пренебречь. В случае, когда существенны релак-
сационные процессы, ошибки в вычислении ин-
теграла столкновения становятся определяющи-
ми, что приводит к неверным результатам при 
решении соответствующих задач. Основным 
параметром, по которому можно судить о том, 
к какому классу относится та или иная задача, 
является параметр разреженности – число Кнуд-
сена Kn, которое равно отношению длины сво-
бодного пробега  к характерному размеру тече-
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