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Деформационное упрочнение медных спла-
вов зачастую приводит к коррозионному растре-
скиванию, что особенно характерно для латуней, 
содержащих более 20 % меди. То же наблюдает-
ся у деталей из подобных сплавов при наличии 
значительных остаточных напряжений.

Поэтому  представляют  значительный  ин-
терес  альтернативные  способы упрочнения де-
талей из медных сплавов, в частности, газоим-
пульсная обработка [1–8].

Для  пластин  из  холоднокатаной  латуни 
Л68  применялся  обдув  пульсирующим  дозву-
ковым воздушным потоком, имеющим скорость 
26  м/c,  частоту  2100  Гц  и  звуковое  давление 
140 дБ, без нагрева в течение 10 мин. Повыше-
ние механических свойств в сравнении с необ-
работанной  (контрольной)  пластиной  вырази-
лось  в  повышении  прочности,  пластичности 
и ударной вязкости. Таким образом, установле-
но,  что  газоимпульсная  обработка  при  данных 
амплитудно-частотных характеристиках обеспе-
чивает  повышение  механических  свойств  тон-
колистового проката из сплавов на основе меди, 
не подвергаемых термоупрочнению. 

При исследования влияния газоимпульсной 
обработки  на  механические  и  эксплуатацион-
ные свойства сплавов на основе цинка был ис-
пользован крепеж из цинкового сплава ЦА4. Об-
дув  пульсирующим  воздушным  потоком 
осуществлялся в течение 15 минут при частоте 
пульсаций порядка 1130 Гц и звуковом давлении 
до 120 дБ при расположении изделия как попе-
рёк, так и вдоль пульсирующего газового потока 

и без использования предварительного нагрева. 
В ходе испытаний обработанных подобным об-
разом  изделий  разрушающая  нагрузка  при  из-
гибе на 16,7 % выше чем у необдутых. Изломы 
показывают рост пластичности в результате га-
зоимпульсной обработки.

При испытании на динамический изгиб об-
разцов  из  ЦА4  обработанных  пульсирующим 
газовам потоком при тех же режимах, и направ-
лении  обдува,  совпадающем  с  направлением 
удара  маятника  копра,  значение  KCU  необду-
того образца составило 0,041 МДж/м2, а для об-
разца,  обработанного  пульсирующим  воздуш-
ным  потоком  –  0,083  МДж/м2,  что  более  чем 
вдвое больше.

Таким образом представляется перспектив-
ной  газоимпульсная  обработка  деталей  машин 
и приборов, а также крепежа, изготавливаемых 
из медных и цинковых  сплавов  с целью повы-
шения их эксплуатационных свойств. 
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В данной статье мы рассмотрим уравнение вида 

( ) ( ) 1 1( ( )pf u qf v f u qf v+ = + , 
где  , 0p q > , p+q=1, u,v,  1 1,u v  – функции отно-
сительно искомого неизвестного x; f – некоторая 
функция.

Для  решения  таких  уравнений  надо  бу-
дет  использовать  понятия  функции  выпуклой 
на промежутке l и функции вогнутой на проме-
жутке l.

Выпуклая функция – функция, графиком 
которой  является  выпуклая  кривая.  Выпу-
клая  функция  может  быть  выпуклой  вверх 
(рис. 1) или выпуклой вниз (рис. 2). Иногда 
выпуклой  называют  только  функцию,  вы-
пуклую вверх, а функцию, выпуклую вниз – 
вогнутой функцией.
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 Рис. 1 Рис. 2

Функция  ( )f x  называется выпуклой вверх 
(вниз) на отрезке  [ , ]a b , если кажется дуга гра-
фика  этой  функции  лежит  не  ниже  (не  выше) 
стягивающей ее хорды.

Более обстоятельно это определение выгля-
дит так [3].

Определение 1. Пусть  ( ) y l x=  – уравнение 
прямой, проходящей через точки  ( )( )1 1;A x f x  и 

( )( )2 2;B x f x .  Если  ( ) ( ) ( ) ( )( )f x l x f x l x≥ ≤  
при  1 2x x x≤ ≤ ,  где  1x   и  2x   –  любые  точ-
ки  на  отрезке  [ ],a b ,  то  ( )f x   выпукла  вверх 
(вниз). При этом если  ( ) ( ) ( ) ( )( )f x l x f x l x> <  
при  1 2x x x< < , то  ( )f x  называется строго вы-
пуклой вверх (вниз).

Из  математического  анализа  известно,  что 
функция непрерывная на отрезке  [ ],a b  и дваж-
ды дифференцируемая на интервале  ( , )a b , явля-
ется выпуклой вверх (вниз), тогда и только тогда, 
когда  ''( ) 0f x ≤   ( ''( ) 0)f x ≥  на этом интервале. 

Функцию  на  выпуклость  и  вогнутость  ис-
следуют  с  помощью  второй  производной, 
но в ряде случаев это можно сделать элементар-
ными методами.

Условие  выпуклости  и  вогнутости  графи-
ка  функции  заключается  в  следующем.  Пусть 
функция у =  f(x) определена  на  отрезке [a; b] 
и  график  функции  на  этом  отрезке  выпуклый 
(рис.  3).  Возьмем  на  отрезке  [a; b]  два  любых 
значения  аргумента х1 и х2  (х1  < х2). Тогда  зна-
чениями ординат точек А и В графика функции 
соответственно  будут f(x1) и f(x2).  Посредине 
между точками х1 и х2 возьмем точку 

1 2
0 2

x xx +
= . 

Тогда 

( ) 1 2
0 2

x xf x f + =  
 

. 

Так как по условию график функции выпу-
клый, то для любых значений х1 и х2 из отрезка 
[a; b] точка графика функции С должна лежать 

выше  точки  С1  хорды  АВ,  то  есть  DC  >  DC1. 
Из трапеции Ах1х2В находим ее среднюю линию 

( ) ( )1 2
1 2

f x f x
C D

+
= .

Таким  образом,  если  график  функции  
у = f(x) выпуклый на отрезке [a; b], то для лю-
бых двух значений аргумента х1 и х2 из этого от-
резка должно выполняться неравенство

  ( ) ( )1 21 2

2 2
f x f xx xf

++  > 
 

.  (1)

Рис. 3

Аналогично можно показать,  что  если  гра-
фик функции у = f(x) вогнутый на отрезке [a; b], 
то для любых значений х1 и х2 из этого отрезка 
выполняется неравенство

  ( ) ( )1 21 2

2 2
f x f xx xf

++  < 
 

.  (2)

Справедливо и обратное утверждение: если 
для функции у = f(x), определенной на отрезке 
[a; b], при всех значениях х1, х2 из этого отрезка 
выполняется  неравенство  (1),  то  график  функ-
ции на этом отрезке выпуклый, а если выполня-
ется неравенство (2), то график функции на этом 
отрезке вогнутый.
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Неравенства  (1)  и  (2)  есть  необходимое 
и  достаточное  условия  выпуклости  и  вогнуто-
сти графика функции.

Дадим несколько другой подход к понятию 
выпуклой функции [1, 2].

Определение  2.  Функция  f  называется  вы-
пуклой на промежутке l (l – произвольный про-
межуток на Ox) если для любого отрезка  [ , ]a b , 
принадлежащего l, и любого числа λ, λ  (0,1)∈ , 
выполняется неравенство

  ( ) ( )( 1 ) (1 ( ))f a b f a f bλ + −λ < λ + −λ .  (*)
Определение  3.  Функция  f называется  во-

гнутой на промежутке l, если для любого отрез-
ка  [ , ]a b , принадлежащего  l, и любого числа λ,  
λ (0,1)∈ , выполняется неравенство

  ( ) ( )( 1 ) (1 ( ))f a b f a f bλ + −λ > λ + −λ .  (**)
Неравенства (*) и (**) называются неравен-

ствами  Иенсена.  Известен  критерий  выпукло-
сти функции на промежутке [1]: 

Теорема  1.  Функция  ( )f x   является  вы-
пуклой  на  промежутке  l  тогда  и  только  тогда, 
когда  для  любых  1 1 1 1, , , ,u v u v l u u v v∈ < < <  
и  любых  , ( , 0, 1)p q p q p q> + = ,  таких,  что 

1 1pu qv pu qv+ = + , выполняется неравество 

  ( ) ( ) ( )1 1 ( )pf u qf v pf u qf v+ < + .   (***)
Теорема 2. Если функции f и q являются вы-

пуклыми на промежутке l числовой прямой, то 
на этом промежутке их сумма  f q+  также вы-
пукла.

Теорема 3. Если в уравнении 

( ) ( ) ( ) ( )1 1pf u qf v pf u qf v+ = +

функция  ( )f x   является  строго  выпуклой 
вверх или строго вогнутой вниз на промежутке 
X, функции

  ( ) , ( )u u x v v x= = ,  ( ) ( )1 1 1 1,  ,  u u x v v x= ==  
такие,  что  при  всех  x  из  области  определения 
уравнения (D) их значения содержатся в X и вы-
полняется условие  1 1  pu qv pu qv+ = + , то задан-
ное уравнение на множестве

( ) ( ){ }1 1 1; ; ( ) ( )D D x u x v x u x v x= ∩ ≤ ≤  
равносильно уравнению 

( ) 1( )u x u x= .

Задача.  Найдите  неположительные  корни 
уравнения

1010 1010
11 17 2 2 2 8
2 2

x x+ + − = + .

Решение
Областью  определения  заданного  уравне-

ния является решение системы 

7 0
11 1 0
2 2

x

x

+ ≥



− ≥
, 

то есть промежуток [–7;11].
Разделив обе части заданного уравнения на  

3  (сумму  коэффициентов  при  радикалах  левой 
или  правой  частей  уравнения),  перепишем  его 
в виде 

1010 1010
1 2 11 1 1 27 2 8
3 3 2 2 3 3

x x+ + − = + .

Это уравнение имеет вид

( ) ( ) ( )1 1( )pf u qf v pf u qf v+ = + ,
где    , 0, 1p q p q> + = ,
при этом 

( ) 10

1 1

1 2 11 1, , , , 
3 3 2 2

7 , 2, 8.

f x x p q u x

v x u v

= = = = −

= + = =

Функция  ( )f x   является  строго  выпуклой 
вверх на неположительной части числовой пря-
мой. Действительно это так, потому что выпол-
няется условие, отмеченное в теореме 1:

  ( )1 2 11 1 1 27 2 8
3 3 2 2 3 3

x x + + − = ⋅ + ⋅ 
 

   (3)

7 1 22 2 2 16
3 3 6 6 3 3

x x+ + − = +

14 2 22 2 18 , 6 6
6 6

x x+ + −
= = .

Множество D1, фигурирующее в теореме 3, 
для уравнения (3) есть множество [–7;0].

Таким  образом,  на  отрезке  [–7;0]  исходное 
уравнение равносильно уравнению

11 1 8
2 2

x− = , откуда  5x = − .
Следовательно,  найденный  корень  един-

ственный  искомый  отрицательный  корень  ис-
ходного уравнения.

Проверка  показывает,  что  5x = −   действи-
тельно является корнем исходного уравнения.

При  5x = −  имеем:

1010 1010
11 57 5 2  2 2 8
2 2

− + + = + ,

10 102 2 8+ = 10 102 2 8+ .
Для самостоятельного решения предлагаем 

задачи, заимствованные из работы [1].
Задача. Решите уравнение 

2 2 23 2 1 32 2 4 2x x x x x− − −+ = + .
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Ответ:

30, , 2
2

x x x= = = ± .

Задача.  Найдите  неотрицательные  корни 
уравнения

4 44 4
22 10 3 10 3 2 2 22
3

x x+ + − = + .

Ответ:  12x = .
Задача.  Найдите  неположительные  корни 

уравнения

4 4
22 10 3 10 8
3

x x+ + − = .

Ответ:  9x = − .
Задача. Решите уравнение

4 4 41 2 2 2 2,5 1,5x x x− + − = − .
Ответ:  1x =
Задача. Решите уравнение

4 42 15 6 18 2x x+ = − − .

Ответ:  1x = .
Задача. Решите уравнение

5 5 102 2 2 5
31 1 2 1 1 1 2
2

x x x− − + + − − − = .

Ответ:

3
2

x = ± .
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Химические науки

ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЕ ПОЛУЧЕНИЕ 
НОВЫХ НАНОГИБРИДНЫХ СИСТЕМ НА 
ОСНОВЕ МНОГОСЛОЙНЫХ СТРУКТУР, 

ВКЛЮЧАЮЩИХ ПОДЛОЖКИ 
ИЗ РАЗЛИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

С НАНЕСЁННЫМИ НА НИХ ОКСИДАМИ 
И ОКСИДНЫМИ ВОЛЬФРАМОВЫМИ 

БРОНЗАМИ ТЕТРАГОНАЛЬНОЙ 
СТРУКТУРЫ

Вакарин С.В., Семерикова О.Л., Косов А.В., 
Панкратов А.А., Плаксин С.В., Зайков Ю.П.
Институт высокотемпературной электрохимии 

УрО РАН, Екатеринбург, 
 e-mail: s.vakarin@ihte.uran.ru

Ранее  электрохимическими  методами  был 
изучен механизм формирования отдельных слоев 
наногибридных  систем,  включающих подложки 
из Cu, Ni, Mo, Pt, W, С, Si с нанесенными на них 
оксидами и оксидными вольфрамовыми бронза-
ми (ОВБ) гексагональной структуры [1,2].

В настоящей работе разработан  электрохи-
мический метод получения новых наногибрид-
ных систем на основе многослойных структур, 
включающих  подложки  из  различных  матери-
алов  с  нанесенными  на  них  оксидами  и  ОВБ 
тетрагональной структуры. Исследована  кине-
тика  осаждения  ОВБ  на  различные  подложки 
с целью определения механизма формирования 
гибридных наносистем.

Изучено  влияние  материала  подложки,  со-
става  расплава,  температуры,  электрохимиче-

ских  параметров  на  структуру  и  морфологию 
полученных систем.

На  Pt  подложке  с  целью  оценки  возмож-
ности  использования  полученных  материалов 
установлены их термические свойства.

Электрохимическими методами исследован 
механизм  формирования  отдельных  слоев  на-
ногибридных  систем,  включающих  подложки 
из Cu, Ni, Mo, Pt, W, С, Si с нанесенными на них 
оксидами и ОВБ тетрагональной структуры. На 
каждом этапе формирования многослойной си-
стемы  проведены  исследования  морфологии, 
состава и структуры.

Составы  расплавов:  К2WO4  –  32,5  мол %, 
Na2WO4 – 32,5 мол %, WO3 – 35 мол %; К2WO4 – 
25 мол %, Na2WO4 – 25 мол %, WO3 – 50 мол %; 
Т=700°С, 750°С. 

Впервые  электролизом  получены  нано-
кристаллические  пленки  ОВБ  тетрагональной 
структуры  на  Pt(110)  фольге.  Показано,  что 
при  всех  исследованных  условиях  на  плати-
новой  фольге  образуется  пленка  ОВБ  тетраго-
нальной  структуры,  изоструктурная  Na0.2WO3. 
Экспериментальные  данные  свидетельствуют 
о том, что монослой ОВБ формируется сразу по-
сле включения катодного потенциала, впослед-
ствии скорость роста пленки уменьшается из-за 
увеличения ее сопротивления.

Установлено,  что  состав  и  морфология 
бронзы определяются, главным образом, потен-
циалом осаждения и концентрацией WO3 в рас-
плаве.  Увеличение  катодного  потенциала  при-
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