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Предложено распределение содержания стохастического материала по уровням довузов-
ского (школьного) образования. В качестве центрального звена технологии обучения стохастике 
рассматривается задачный подход. Утверждается, что при решении задач необходимо оптималь-
но соотносить интуитивные, эвристические соображения с логическими рассуждениями, до-
казательностью. Такой оптимизации призваны способствовать предлагаемые технологические 
приёмы изучения стохастического материала: домашние задания практического характера, фор-
мулировка общих требований к понятию вероятности и проверка выполнимости этих требова-
ний на конкретных моделях. В качестве эффективного технологического приёма организации 
исследовательской деятельности учащихся отмечены теоретические упражнения, позволяющие 
учащимся самостоятельно обнаруживать определённые математические закономерности в сто-
хастике. Указана последовательность введения основных вероятностно-статистических понятий 
в курсе основной школы: классификация событий и действий над событиями (сложение, умно-
жение), понятия, характеризующие «взаимоотношения» событий (полнота группы событий, со-
бытия попарно несовместные, противоположные), пространство элементарных исходов опыта, 
классическая вероятность и её свойства; статистическая и геометрическая вероятность. Выде-
лены связи стохастической линии с другими линиями и темами курса математики. Приведены 
примеры связей с геометрической линией, линией уравнений, прогрессиями. Предложен ряд 
конкретных учебных задач и практических заданий.
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The distribution of the content of stochastic material according to the levels of pre-university 
(school) education is proposed. As a central link in the technology of learning stochastics, a problem 
approach is considered. It is asserted that when solving problems it is necessary to optimally correlate 
intuitive, heuristic considerations with logical reasoning and evidence. Such optimization should be 
promoted by the proposed of technological methods for studying of stochastic material: practical tasks, 
the formulation of general requirements for the concept of probability, and verification of the feasibility 
of these requirements on specific models. As an effective technological method of organizing research 
activities of students, theoretical exercises are marked that allow students to independently discover 
certain mathematical patterns in stochastics. The sequence of introduction of the basic probabilistic 
and statistical concepts in the main school course is described: the classification of events and actions 
over events (addition, multiplication), concepts that characterize the «relationships» of events (the 
completeness of a group of events, incompatible, opposite events), the space of elementary outcomes 
of the experiment, classical probability and its properties; statistical and geometric probability. The 
connections of the stochastic line with other lines and themes of the course of mathematics are singled 
out. The examples of connections with a geometric line, a line of equations, and progressions are given. 
A number of specific training tasks and practical tasks are proposed.
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В условиях реализации Концеп-
ции развития российского матема-
тического образования [1], введения 
в действие Федеральных образова-
тельных стандартов (ФГОС) обще-
го и высшего профессионального 

образования [2] стохастические 
знания становятся неотъемлемым 
компонентом инновационного со-
держания математического образо-
вания. Однако реализация стохасти-
ческой линии связана по меньшей 
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мере с тремя до конца не решенны-
ми проблемами:

– распределение содержания сто-
хастического материала по уровням 
образования;

– преодоление кажущейся «ото-
рванности» вероятностно-статисти-
ческих понятий и фактов от «маги-
стральной линии» курса математики;

– разработка технологий обуче-
ния стохастике, адекватных соответ-
ствующим уровням образования.

Обладая многолетним опытом как 
преподавания теории вероятностей 
и математической статистики, так 
и его научно-методического сопрово-
ждения, в настоящей работе авторы 
предлагают некоторые подходы к ре-
шению обозначенных проблем (не 
претендуя, разумеется, на их исчер-
пывающее решение). 

Задачный подход. Стохастиче-
ская содержательная линия курса ма-
тематики строится как объединение 
следующих взаимосвязанных состав-
ляющих: элементов комбинаторики, 
теории вероятностей, математиче-
ской статистики. Одна из главных 
особенностей стохастической линии 
состоит в тесной связи отвлечен-
ных понятий и структур с окружаю-
щим миром. Данной особенностью 
определяется технология изучения 
стохастики в школьном курсе. В ка-
честве центрального звена техно-
логии мы рассматриваем задачный 
подход – специально организованное 
и систематически осуществляемое 
обучение в виде разрешения разно-
образных учебных задач. Задачный 
подход в применении к стохастике 
способствует развитию логическо-
го мышления, понуждает учащегося 
к поиску, самостоятельной добы-
че новых знаний. При этом суще-
ственно обогащается рефлексивный 
компонент математической деятель-
ности: осознание учащимся своих 
результатов, критическая самооцен-
ка, укрепляется уверенность в себе, 
в своих возможностях («я могу!»), 
формируется настойчивость в дви-

жении к поставленной цели, аккурат-
ность и сосредоточенность. 

Можно говорить о трех этапах 
довузовской (школьной) стохасти-
ческой подготовки соответствен-
но уровням начальной, основной 
и старшей школ. Одним из основных 
требований к её результатам является 
готовность учащихся к дальнейшему 
освоению теории вероятностей, ма-
тематической статистики и теории 
случайных процессов в вузовском 
курсе, чем обеспечивается преем-
ственность и непрерывность стоха-
стической подготовки. 

Особенности этапа началь-
ной подготовки. Начальный этап 
(1–4 классы школы) характеризует-
ся преимущественно интуитивными, 
эмпирическими подходами к освое-
нию соответствующих понятий, фак-
тов и методов. Комбинаторные и ве-
роятностно-статистические задачи 
основаны здесь на реальных сюже-
тах, имеют практическую направлен-
ность, что повышает интерес уча-
щихся к математике. Решение таких 
задач позволяет учащимся накапли-
вать опыт в выявлении математиче-
ских закономерностей, выдвижении 
гипотез, способствует развитию ве-
роятностной интуиции, логического 
мышления, комбинаторных способ-
ностей [3].

Среди комбинаторных принципов 
учащемуся вполне доступен форму-
лируемый в общем виде принцип 
умножения. В части теории вероят-
ностей центральными выступают 
понятия событий и их классифи-
кация. Введение понятий частоты, 
относительной частоты события 
и обнаружение свойства её устойчи-
вости здесь связаны с сериями про-
водимых учащимися однотипных 
опытов. Альтернативным по отноше-
нию к статистическому подходу на-
хождения вероятности наступления 
случайного события служит умозри-
тельный (априорный) подход, кото-
рый реализуется в понятии класси-
ческой вероятности. На начальном 
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этапе подготовки классическая ве-
роятность вводится как отношение 
числа благоприятных простейших 
исходов гипотетически проводимого 
опыта к общему числу его исходов, 
без формального уточнения требо-
ваний к исходам. Задачный матери-
ал (см., например, [4]) может быть 
сгруппирован следующим образом:

– задания на систематизацию и ви-
зуализацию наблюдений (таблицы, 
диаграммы, схемы, дерево вариантов);

– комбинаторные задачи (перебор 
вариантов, комбинаторные формулы); 

– вероятностно-статистические 
задания (относительная частота со-
бытий и обработка результатов экс-
перимента, вероятность случайных 
событий).

Среди технологических приёмов 
обучения отметим два следующих:

1) активизация деятельности уча-
щихся в части построения примеров 
(примеры достоверных, невозмож-
ных и случайных событий и др.) 
и составление ими собственных за-
дач, аналогичных решённым;

2) практические домашние зада-
ния; ограничимся здесь двумя при-
мерами.

Задание 1. Накопите в течение не-
дели монеты, выдаваемые вам в виде 
сдачи в буфете, магазинах, киосках 
и т.п. Подсчитайте количество мо-
нет и составьте вариационный ряд 
номиналов х монет (расположить 
их в таблице в порядке возрастания 
с указанием частот m). Запишите их 
относительные частоты w. Постройте 
полигон относительных частот (от-
метьте на координатной плоскости 
и соедините ломаной точки (x, w)). 

Задание 2. Запишите меню ваше-
го воскресного обеда. Перечислите 
все возможные варианты порядка по-
дачи блюд (например, салат, компот, 
плов, суп). Сколько таких вариантов 
возможно?

На начальном этапе стохасти-
ческой подготовки учащиеся отра-
батывают умения выполнять ариф-
метические действия, усматривают 

аналогию в задачах о вычислении 
вероятности события и вычисле-
нии процентов, используют таблицы 
и графики (полигон частот), что спо-
собствует установлению внутрипред-
метных связей в курсе математики.

Предлагаемый материал и приёмы 
его изучения служат пропедевтиче-
ской базой для систематического ос-
воения учащимися в курсе основной 
школы комбинаторных формул, раз-
личных моделей вероятности, веро-
ятностей комбинированных событий, 
простейших статистических методов 
обработки выборочных данных. 

Стохастика в основной и стар-
шей школе. Центральными поня-
тиями здесь являются понятия слу-
чайного события и его вероятности. 
Комбинаторные формулы, с нашей 
точки зрения, должны быть в пер-
вую очередь средством нахождения 
количества элементарных исходов 
опыта. 

Последовательность введения 
основных понятий должна быть, по 
нашему мнению, следующей:

1) классификация событий и дей-
ствиями над событиями (сложение, 
умножение), а также понятия, ха-
рактеризующие «взаимоотношения» 
событий (полнота группы событий, 
события попарно несовместные, 
противоположные);

2) пространство элементарных 
исходов опыта;

3) классическая вероятность и её 
свойства;

4) статистическая и геометриче-
ская вероятность.

В общем случае вероятность есть 
некоторая численная мера степени 
объективной возможности наступле-
ния события. Мы считаем поэтому, 
что рассмотрению конкретных мо-
делей вероятностей (классической, 
статистической, геометрической) 
должен предшествовать соответству-
ющий общий подход, а именно: за 
единицу «измерения» следует взять 
вероятность достоверного события; 
в этом случае невозможному собы-
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тию естественно приписать вероят-
ность, равную нулю, а случайные 
события во введённой шкале будут 
принимать значения от нуля до еди-
ницы. Рассматривая затем каждую из 
вышеперечисленных моделей веро-
ятности, следует проверять наличие 
указанного шкалирования.

Вычисление классической веро-
ятности мы предлагаем предварять 
«качественным анализом» исходов 
опыта, а именно проверкой их равно-
возможности, попарной несовмест-
ности и полноты группы.

Понятие геометрической веро-
ятности открывает широкие воз-
можности использования «внутри-
предметной» связей с геометрией, 
способствует усилению мотивации 
к изучению геометрического мате-
риала. Так, моделируя вероятность 
как отношение площади области G, 
в которую должна попасть «случай-
но блуждающая» по области Е точ-
ка, к площади Е, можно построить 
серию задач, актуализирующих гео-
метрические знания и умения. Так, 
примером использования подобия 
фигур может служить следующее 
задание. 

Рекламный щит выполнен в фор-
ме равнобедренного треугольника, 
разделенного отрезком, параллель-
ным основанию, на треугольник 
и трапецию, причем боковые сторо-
ны данного треугольника разделе-
ны в отношении 1:3, считая от вер-
шины. Мальчик пускает солнечные 
«зайчики» на поверхность щита. 
Какова вероятность, что случайным 
образом пущенный «зайчик» попа-
дет в трапецию?

Вычисление вероятностей «ком-
бинированных» событий основано 
на теоремах сложения и умножения 
вероятностей. При их использова-
нии отрабатываются понятия по-
парно несовместных событий, со-
бытий зависимых и независимых 
в совокупности, формируются при-
ёмы нахождения вероятностей хотя 
бы одного из событий (как события, 

противоположного ненаступлению 
всех рассматриваемых событий), 
только одного из событий и др. При 
выборе способа решения задач по-
лезно использование связей между 
операциями над событиями и соот-
ветствующими операциями над вы-
сказываниями (см. [5]).

Мы рекомендуем рассматривать 
задачи, в которых прослеживается 
связь стохастической линии с дру-
гими содержательными линиями (и 
отдельными темами) курса матема-
тики. Так, наличие связи с линией 
уравнений и неравенств может быть 
продемонстрировано учащимся на 
примере следующего задания. 

Вероятность того, что только 
один из двух друзей сдаст ОГЭ по 
математике на отлично, равна 

5
9

. 
Для первого из друзей вероятность 
отличной оценки в два раза больше, 
чем для второго друга. Какова эта ве-
роятность для каждого друга? Сколь-
ко решений имеет задача?

В процессе решения вводится па-
раметр p, означающий соответствую-
щую вероятность для второго друга; 
далее, строится уравнение вида

5(1 2 ) 2 (1 )
9

p p p p− + − = . 

Полученное квадратное урав-
нение имеет два различных корня 

1
3

p =  и 
5

12
p = ; для первого друга 

получаем соответственно искомые 

вероятности равными 
2
3

 или n. За-
дача имеет, таким образом, два раз-
личных решения.

В старших классах вышеуказан-
ный стохастический материал может 
быть дополнен стандартными веро-
ятностными схемами: схемой гипо-
тез и схемой Бернулли. Здесь же мо-
гут быть введены понятия случайной 
величины, числовых характеристик 
дискретного распределения, теоре-
тического распределения количе-
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ственного признака генеральной со-
вокупности и соответствующих ему 
эмпирических распределений, пред-
ставленных выборками; далее, рас-
сматриваются числовые характери-
стики эмпирического распределения 
(выборочные средняя, дисперсия, 
среднеквадратическое отклонение). 

В процессе решения специально 
подобранных заданий учащиеся вы-
являют определённые внутрипред-
метные связи; при этом происходит 
актуализация соответствующих зна-
ний и умений из других разделов 
курса математики. Приведём соот-
ветствующий пример.

Выстрелы по мишени выполня-
ются до первого попадания. Веро-
ятность попадания всякий раз равна 
p(0 < p < 1). Какова вероятность, что 
будет выполнено: 

а) ровно k выстрелов (k = 1, 2, …);
б) не более n выстрелов (n = 1, 2, …). 
Здесь имеется так называемое ге-

ометрическое распределение случай-
ной величины Х – числа сделанных 
выстрелов. Вероятность попадания 
в мишень при k-ом выстреле опре-
деляется в виде Pk = (1 – p)k–1p, k = 1, 
2, …, 2, так что последовательность 
{Pk} представляет собою геометри-
ческую прогрессию. Вероятность же 
выполнения не более n выстрелов 
определится в виде суммы Sn первых 
n её членов 

(1 (1 ) ) 1 (1 ) .
1 (1 )

n
n

n
p pS p

p
− −= = − −
− −

В старших классах учащимися 
уже накоплен некоторый опыт мате-
матической деятельности и, в част-
ности, деятельности в области сто-
хастики. Расширению и углублению 
данного опыта способствует приём 
использования в учебной практике 
так называемых кейс-заданий. В них 
могут быть одновременно актуали-
зированы знания и умения в области 
комбинаторики, действий над собы-
тиями, вычисления вероятностей как 
непосредственно по определению, 
так и с помощью соответствующих 

теорем, а также анализа статистиче-
ских данных с последующим про-
гнозированием зависимостей и др. 
Решение кейс-заданий способствует 
формированию системности стоха-
стических знаний, умению исполь-
зовать известные учащемуся факты 
и методы в новой ситуации, прово-
дить комплексные исследования. 

Теоретические упражнения 
(«мини-теоремы») – эффективный 
технологический приём организа-
ции исследовательской деятельности 
учащихся. Сюда включаются: вы-
движение гипотез, их подтвержде-
ние проведением соответствующего 
доказательства либо опровержение 
путём построения контрпримеров, 
решение стандартных задач в об-
щем виде (когда вероятности заданы 
в форме параметров; см., например, 
приведённое выше упражнение на 
геометрическое распределение) и др. 
Приведём в качестве примеров также 
следующие упражнения.

1. Доказать, что 
0 1 ... 2 , 1,2,...n n
n n nC C C n+ + + = = ,

где ( 0,1,..., )k
nC k n=  – число сочета-

ний из n по k ( 0,1,..., )k n= .
2. Если геометрическая вероят-

ность P(A) = 1, то означает ли это, 
что А – достоверно? Если P(A) = 0, 
то обязательно ли А – невозможное 
событие?

3. Доказать, что для любых двух 
событий A1 и A1 имеет место нера-
венство 

1 2 1 2( ) ( ) ( )P A A P A P A+ ≤ + .

4. Доказать, что выборочная сред-
няя Bx  принимает значения 

Bx min max[ , ]x x∈ ,
где xmax и xmin – соответственно наи-
большее и наименьшее значения ва-
риант xk.

Выводы
Школьная (довузовская) стоха-

стическая подготовка имеет ряд 
особенностей. Так, в основе рас-
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пределения содержания материала 
по уровням образования лежат прин-
ципы наглядности, доступности, по-
следовательности, систематичности, 
практической направленности, актив-
ности учащихся. Основным подходом 
в освоении элементов стохастики вы-
ступает задачный подход. При реше-
нии задач необходимо оптимально 
соотносить интуитивные, эвристи-
ческие соображения с логическими 
рассуждениями, доказательностью. 
Такой оптимизации призваны спо-
собствовать предлагаемые выше 
технологические приёмы изучения 
стохастического материала: домаш-
ние задания практического характе-
ра, формулировка общих требований 
к понятию вероятности и проверка 
выполнимости этих требований на 
конкретных моделях, решение теоре-
тических упражнений, позволяющее 
учащимся самостоятельно обнаружи-
вать определённые математические 
закономерности в стохастике и др. 

Кроме того, указанные приёмы на-
правлены на развитие логических 
умений учащихся, получение ими 
представлений о прикладном харак-
тере математических знаний, а также 
реализации внутрипредметных (вну-
триматематических) связей. 
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