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Статья акцентирует внимание на обосновании возможности применения раздела тригоно-
метрии в заданиях математических олимпиад. Результаты методического анализа задач, пред-
ложенных на республиканских олимпиадах школьников по математике для IX, X, XI классов 
за последние четыре года, изучение содержания методических рекомендаций по проведению 
всероссийской олимпиады школьников привели к результатам: определено место раздела триго-
нометрии в заданиях математических олимпиад, определены темы раздела, на основе которых 
составлены условия олимпиадных задач республиканской олимпиады, уточнены этапы и  ос-
новные способы решения тригонометрических уравнений и неравенств. К практической значи-
мости исследования отнесём знание принципов и приемов решения олимпиадных тригономе-
трических задач, которые будут полезны учителям математики, осуществляющим подготовку 
олимпийского резерва школы. В ходе исследования сделаны выводы: в  связи с  возрастанием 
сложности олимпиадных задач за последнее время существует необходимость знакомить уча-
щихся с новыми методами решения тригонометрических задач олимпиадного характера в систе-
ме дополнительного образования. При этом реализация потребности ученика в успехе позволит 
проектировать работу по ориентации образовательного процесса на достижения учеников. 
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The article focuses on the substantiation of the possibility of applying the trigonometry section 

in the tasks of mathematical olympiads. The results of the methodical analysis of the tasks proposed 
for the 9th, 10th and 11th grades in the republican olympiads of schoolchildren in mathematics for the 
last four years, as well as the study of the contents of the methodological recommendations for the 
all-Russian olympiad of schoolchildren have led to the results: the place of trigonometry in the block 
of olympiad tasks in mathematics has been determined; the themes of trigonometry, on the basis of 
which the tasks of all stages of the republican olympiad have been compiled; main methods and stages 
of solving trigonometric equations and inequalities have been demined. To the practical significance of 
the research, we refer knowledge of the principles and methods of solving olympiad trigonometric tasks 
that will be useful for teachers of mathematics who are preparing the olympic reserve of the school. In 
the course of the study the following conclusions have been drawn: in connection with the increasing 
complexity of the olympiad tasks in recent years, there is a need to introduce students to new methods 
for solving trigonometric tasks of the olympiad character in the system of additional education. At the 
same time realization of student’s need for success will allow to design work on the orientation of the 
educational process on the achievements of students.
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Организация городского и областно-
го этапов республиканской олимпиады 
школьников по математике, представле-
на типовыми задачами, а последующие 
этапы, республиканский и  междуна-
родный, более сложные: «здесь много 
авторских задач исследовательского 
характера» [1]. И для достижения ка-
чественных результатов на олимпиадах 
всех уровней нужна систематическая 
подготовка их участников. 

Раздел тригонометрия включен 
в «кодификатор основных тем олимпи-
адных заданий по математике» [2], и так 

как «…олимпиады выявляют качество 
знаний учащихся и  ориентируют учи-
теля, характеризуя уровень той пред-
метной подготовки, которая считается 
высокой» [3, с. 5], то это могут быть как 
задачи повышенной трудности, соответ-
ствующие программе школьного курса, 
так и  задачи, для успешного решения 
которых необходимы знания программы 
олимпиадной математики. 

Цель и методы исследования: в статье 
мы исследуем возможности применения 
раздела тригонометрии в  заданиях ма-
тематических олимпиад. Для этого вы-
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полнен методический анализ содержания 
олимпиадных заданий по математике для 
IX–XI классов, изучены методические 
рекомендации по проведению республи-
канской олимпиады школьников в  Кыр-
гызстане, научная и учебно-методическая 
литература, касающаяся особенностей 
обучения тригонометрии, учащихся про-
фильных и общеобразовательных школ.

Результаты исследования  
и их обсуждение

В исследовании О.В. Захаровой об-
учение тригонометрии в  профильных 
классах рассматривается с позиций трех 
подходов: деятельностного, содержа-
тельного, личностно-ориентированно-
го [4]. Расширяя область задач, решение 
которых требует знания раздела тригоно-
метрии, автор предлагает включить в об-
учение задачи геометрического, геодези-
ческого, астрономического, физического 
содержания, выделяя при этом следую-
щие их виды, показанные в табл. 1.

Анализируя тематику и  содержание 
олимпиадных заданий по тригономе-
трии, мы определили в  [5], что зада-
ния олимпиад в  зависимости от уров-
ня сложности, соответствуют типовой 
программе математики для общеобра-
зовательных школ; программе матема-
тических кружков; программе школы 
олимпийского резерва.

Республиканская олимпиада 2017–
2018 учебного года школьников Кыргыз-
ской Республики проводилась соответ-
ственно правилам ее организации  [6]. 
Сформулируем принципы составления 
комплектов олимпиадных заданий для 
IX–XI классов общеобразовательных 
школ, требованиям которых должны 
удовлетворять задачи олимпиад: 

1. Содержание олимпиадных зада-
ний должно быть направлено на выяв-

ление способностей ученика применять 
знания в конкретных новых ситуациях, 
а не энциклопедичности знаний. 

2. Олимпиадные задания должны 
включать элементы научного творче-
ства, формирующие и  развивающие 
способности участников генерировать 
новые идеи при решении. 

3. Олимпиадные задания составля-
ются на материале разделов математи-
ки: арифметики, алгебры, геометрии, 
тригонометрии, для IX–XI классов об-
щеобразовательных школ, изученных 
в  соответствующем классе к  моменту 
проведения олимпиады.

4. В задания олимпиады необходимо 
включить задачи различного возрастаю-
щего уровня сложности. 

5. Условия олимпиадных заданий 
должны быть корректными, не содер-
жать термины и  понятия, незнакомые 
учащимся соответствующего класса.

6. В зависимости от уровня олимпи-
ады задания должны содержать задачи 
нового типа, при этом авторы задач счи-
тают, что «… для начальных этапов олим-
пиады нет необходимости в абсолютной 
новизне предлагаемых заданий» [7].

Включение тригонометрии в  раздел 
олимпиадной математики А.Н. Мара-
санов обосновывает «наличием значи-
тельного числа внутрипредметных свя-
зей как внутри ее отдельных тем, так 
и  между ними. Тригонометрия очень 
тесно связана с  методом координат и 
с такими дисциплинами, как математи-
ческий анализ, геометрия, алгебра» [8, 
с. 4], и  конструирует систему задач 
соответственно принципам: преем-
ственности; эвристического обучения; 
соответствия функциям задач; диффе-
ренциации. Перечисленные принципы 
объединяет принцип внутрипредметной 
связи [8, с. 7–8].

Таблица 1
Виды и цели обучения учебно-предметных задач  

тригонометрического содержания
Виды Цель обучения

учебно-предметных задач тригонометрического содержания
предметно-познавательные освоение знаний раздела тригонометрии
практико-ориентированные демонстрация прикладной роли тригонометрии
гуманитарно-ориентированные применение тригонометрии как научного инструмента для 

изучения природных процессов
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Роль тригонометрии в  реализа-

ции принципа внутрипредметной свя-
зи в  профильном обучении математике 
указана и в работе О.В. Захаровой: «Из-
учение тригонометрии в  X–XI классах 
играет решающую роль в  системе про-
фильного обучения, так как универсаль-
ность математических методов позволяет 
в формальных понятиях алгебры, геоме-
трии и математического анализа на уров-
не общенаучной методологии отразить 
связь теоретического материала различ-
ных областей знаний с практикой» [4].

Тригонометрия играет важную роль 
и  в  формировании умений школьника 
генерировать несколько идей решения 
задачи, это подчеркивает автор учебника 
по тригонометрии А.И. Новиков: «Мно-
гие задачи тригонометрии можно решать 
различными способами, не обязательно 
равноценными, но приводящими к  ис-
комому результату. Владение широким 
спектром решения задач является со-
ставной частью математической куль-
туры учащегося» [9, с. 4]. Анализируя 
содержание заданий республиканской 
математической олимпиады школьников 
IX–XI классов Кыргызской Республики, 
проведенной в период 2014–2018 гг., мы 
выявили, что тригонометрические зада-
чи составлены по следующим темам:

– Тождественные преобразования 
тригонометрических выражений.

– Тригонометрические функции чис-
лового аргумента, их графики и  свой-
ства монотонности, ограниченности, 
периодичности.

– Тригонометрические уравнения 
и неравенства.

Тригонометрия включена в программу 
обучения различных интеллектуальных 
конкурсов. Так, одно из решений задачи 
заочной олимпиады «Штурмуем Воробьё-

вы горы» в 2007 г. было основано на триго-
нометрической подстановке y = tg(x) [10]. 
В задания математической олимпиады 
Кенгуру в 2009 г. входила задача третье-
го уровня сложности: «Каково макси-
мальное значение выражения sinαcosβ +  
+ sinβcosγ + sinγcosδ + sinδcosα для дей-
ствительных α, β, γ, δ?» [11]. Задания олим-
пиады Ломоносова также содержат задачи 
на обратные тригонометрические функции.

Определенное место тригонометрия 
занимает и  в  построении содержания 
различных пособий и  программ обу-
чения олимпийцев. Так, в  программу 
математики XI класса гуманитарно-
математической школы А.С. Штерн 
включил изучение тем: «задачи на ис-
пользование неравенства sinx < x; ис-
пользование тригонометрических 
подстановок; геометрический смысл 
тригонометрических выражений; целые 
и  рациональные значения тригономе-
трических функций; свойства тригоно-
метрических функций» [10]. Учебное 
пособие для подготовки к единому госу-
дарственному экзамену по математике 
содержит олимпиадные задачи на ре-
шение тригонометрических уравнений 
и  неравенств; обратные тригонометри-
ческие функции  [12]. Вышеперечис-
ленное свидетельствует, что тригономе-
трия занимает важное место не только 
в школьных олимпиадах, но и в других 
интеллектуальных конкурсах. Исходя 
из этого, раздел тригонометрии вклю-
чен в  разработанную нами программу 
курса школы олимпийского резерва [3]. 
С учетом того, что: «Содержание курса 
направлено на расширение диапазона 
качественных характеристик усвоения 
обязательного уровня» [13], были опре-
делены цели обучения олимпиадной 
тригонометрии, показанные в табл. 2. 

Таблица 2
Цели и требования по изучению олимпиадной тригонометрии

Раздел тригонометрии в программе школы олимпийского резерва

Цель Требования к математической подготовке учащихся
Знать Уметь решать

– расширить и углубить знания 
школьного курса тригонометрии; 
– овладеть методами решения 
различных тригонометрических 
олимпиадных задач 

– основные формулы 
тригонометрии; 
– методы решения триго-
нометрических уравнений

– тригонометрические урав-
нения и неравенства; 
– системы тригонометриче-
ских уравнений и неравенств
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Одним из факторов, положительно 

влияющих на уровень личностных обра-
зовательных достижений ученика в олим-
пиадах, считаем правильно построенную 
программу обучения: «Для решения за-
дач олимпиадного характера школьникам 
недостаточно знаний, которые они полу-
чают на уроках, так как зачастую олим-
пиадные задачи выходят далеко за рамки 
школьной программы. Поэтому необхо-
димо познакомить учащихся с теоретиче-
скими сведениями, которые очень часто 
применяются при решении олимпиад-
ных задач, но не изучаются в школе» [5]. 
Кроме того, «задачи на доказательство и 
с  элементами исследования, в частности 
тригонометрические уравнения с  пара-
метрами, являются средством развития 
навыков самостоятельной исследователь-
ской работы», считает О.В. Захарова  [4]. 
Электронный образовательный ресурс 
выступает основным инструментом реа-
лизации модели обучающей технологии 
по тригонометрии Н.И. Попова, осно-
ванной на теории поэтапного формиро-
вания умственных действий, и включает: 
«структурированный теоретический ма-
териал; практические задания; справоч-
ный материал; тесты для самоконтроля 
с указанием правильно и неправильно вы-
полненных заданий; типовые упражнения 
и  задачи для самостоятельного решения 
с  ответами» [14]. При испытании моде-
ли при обучении студентов Марийского 
государственного университета автором 
выявлена «прямая зависимость разви-
тия интеллектуальных качеств учащихся 
от суммы накопленных ими конкретных 
приемов решения упражнений» [14].

Таким образом, основываясь на мне-
нии исследователей, считаем необходи-
мым формирование у школьников на обя-
зательных уроках математики тех знаний 
методов преобразования тригонометри-
ческих выражений, решения тригономе-
трических уравнений и  неравенств, ко-
торые будут способствовать овладению 
навыками решения олимпиадных задач. 
Так, участник олимпиады должен усво-
ить, что решение тригонометрических 
уравнений сводится к двум этапам: при-
ведение уравнения к  простейшему виду 
тригонометрического уравнения; реше-
ние полученного уравнения. И овладеть 
основными методами решения тригоно-
метрических уравнений: «замены пере-

менной t = tgx; исключения; разложения 
на множители; приведения к однородно-
му уравнению относительно sinα и cosα; 
введения вспомогательного угла (уравне-
ние вида asinx + bcosx = c); метод оценок 
и  другие специальные приемы решения 
тригонометрических уравнений» [9]. Ре-
шение тригонометрических неравенств 
требует знаний всех групп тригономе-
трических формул, свойств неравенств, 
свойств единичной окружности, методов 
тождественных преобразований. А.И. Но-
виков считает необходимым ввести три-
гонометрические уравнения, содержащие 
радикалы, в программу обучения, указы-
вая, что они: «…отличаются от других 
классов тригонометрических уравнений 
прежде всего необходимостью и  важно-
стью нахождения области допустимых 
значений уравнения» [9] и  включает их 
в  содержание обучения видов «тригоно-
метрических уравнений:

– уравнений вида R(sin2nx, cos2kx) = 0; 
R(sinx ± cosx, sin2x) = 0;

– уравнения с радикалами и модулями; 
– уравнения с дополнительными ус-

ловиями. Отбор корней; 
– уравнения со сложными тригоно-

метрическими функциями» [9].
Далее покажем приемы решения раз-

нотипных тригонометрических задач, 
предложенных учащимся X–XI классов 
на городских олимпиадах школьников 
г.  Ош, демонстрирующих реализацию 
принципа внутрипредметной связи и ком-
плексного применения математических 
знаний из нескольких разделов математи-
ки [15]. Решение задачи 1 для X класса ос-
новано на сочетании предметных знаний 
по геометрии и тригонометрии. 

Рисунок к задаче 1
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Задача 1. В остроугольном треугольнике ABC точки A', B', C' определяются следую-

щим образом: точка A' является точкой пересечения продолжения высоты AD, опущен-
ной на BC с полуокружностью, построенной во внешнюю сторону, причём BC является 
её диаметром (рисунок). 

Аналогичным образом определяются точки B' и C'. Докажите, что 2
'ABC

S  +  2
' 

BCA
S  + 

+  2
'ACB

S  =  2
ABCS .

Доказательство: 

,AD BC⊥  
( )

2

2 2

2
BA C

ABC

S BA CA
S BC AD

′ =
  ′ ′

 ⋅
⋅


; 2BA BD BC= ⋅′ ; 2CA CD CB= ⋅′ ;

2

2 2 2
BA C

ABC

S BD BC CD CB BD DC
S BC AD AD

′  ⋅ ⋅= ⋅ ⋅=   ⋅
; BD ctgB

AD
= ; DC ctgC

AD
= . 

Тогда 
2

 .BA C

ABC

S
ctgB ctg C

S
′ 

= ⋅  
Требуемое соотношение примет вид

      1;ctgB ctg C ctg C ctg A ctg B ctg A⋅ + ⋅ + ⋅ =  1 1    1    
  ( )   

tg A tg Bctg C
tg C tg A B tg A tg B

⋅ −= = − =
+ ⋅

;

( ) 1 1 1    
   

    1   1 1  1 1.
        

ctg C ctg A ctg B
tg C tg A tg B

tg A tg B tg A tg B tg A tg B
tg A tg B tg A tg B tg A tg B tg A tg B

 
⋅ = + =+   

+ ⋅ − ⋅ −= ⋅ = = − =
⋅ + ⋅ ⋅

( )

      
1 1   1 1.

    

ctgB ctg C ctg C ctg A ctg B ctg A

ctg C ctg A ctgB ctg A ctgB
tg A tg B tg A tg B

⋅ + ⋅ + ⋅ =

= + + ⋅ = − + =
⋅ ⋅

Ответ: 1.
Решение следующей задачи, автором которой является А.А. Заславский, требует 

комплексного применения знаний по геометрии и тригонометрии. 
Задача 2. Тангенсы углов треугольника являются натуральными числами. Чему 

они могут быть равны? [16]
Решение: , , , 180tg N tg N tg N °α ∈ β ∈ γ ∈ α + β + γ = , ( ) 180tg tgα + β + γ = °  [16], пусть 

( )45 (45 ) 0.tg° °α = + β + γ =⇒

( )
( )

45 1 ( )0 0
1 ( )1 45

tg tg tg
tgtg tg

°

°

+ β + γ + β + γ= ⇒ =
− β + γ− ⋅ β + γ

, 

( )1 0, tg+ β + γ =  где ( ) 1, tg β + γ ≠  т.е. 45°β + γ ≠ , ( ) 1,tg β + γ = −

( )1arctg nβ + γ = − + π ,  45n Z n°∈ ⇒ β + γ = − + π , n  .Z∈

Если n = 1, то 45 180 135 .° ° °γ = =β + − +  При α = 45 ° получили, что: 135 ,
 

45 . 

°

°

β + γ =


β + γ ≠
 

( ) 1  1 1 (*)
1
tg tgtg tg tg tg tg

tg tg
β + γβ + γ = − ⇒ = − ⇒ β + γ = β ⋅ γ −

− β ⋅ γ .
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Подберем значения чисел к равенству (*) 2 + 3 = 2∙3 – 1. Делаем вывод: tg β = 2,tg γ = 3. 
Ответ: tgα = 1, tg β = 2, tg γ = 3.
Задача 3. Решить уравнение 

21 1 2 ,
1 ( 1)

n

n
tgx tg x tg x sin x

tgx tg x
+ + + …+ + … = +

− + …+ − + …
 1.tgx <

Решение: b1 = 1, b2 = tgx, b3 = tg2x, q = tgx, 

1 + tgx + tg2x + …. + tgnx + ….=  1 
1

S
tgx

=
−

, 1 – tgx + …. +  ( 1) ...n ntg− + ;

b1 = 1, b2 = – tgx, bn = b1∙q(n – 1); q = –tgx, b3 = tg2x, b3 = 1∙tg2x,

1 + tgx + …. +  ( 1)n ntg− x + ….= 
1

1 tgx−
, 

1 1
1 1

tgx
tgx

+−
−  = 1 + sin2x, 

sin11 cos 1  2  1  sinsin1 1
cos

x
tgx xtg x xxtgx

x

++ = + ⇒ = +
− −

, 2sin cos cos  (sin cos ) ,
cos cos sin
x x x x x

x x x
+ ⋅ = +

−

( )2sin cos sin cos 0,
cos sin

x x x x
x x

+ − + =
−  ( ) 1 (sin cos ) 0,sin cos

cos sin
x xx x x x

 − + =+   −

sin cos 0x x+ = , 1  sin   0 sin 1x x+ = ⇒ = − ,

2   –90  2  45x k x k= ° + π − ° +⇒ π , т.е. , ,
4

x k n Zπ= − + π ∈

1 sin cos ,
cos sin

x x
x x

= +
−  

1sin cos   0,
(cos sin )

x x
x x

+ − =
−

( )( ) 2 2sin cos cos sin 0 cos sin 1 0,x x x x x x+ − = ⇒ − − =

22sin 0 sin 0 , .x x x k k Z= ⇒ = ⇒ = π ∈
Ответ: πk, .k Z∈
Следующая задача для X класса требует знаний свойств показательной функции.

Задача 4. Найдите наименьшее значение функции 
3 32

81

2 sin
3

x x

x

− +

π+
. 

Решение: Показательная функция с основанием больше, чем единица, является 
возрастающей. Поэтому числитель примет наименьшее значение в точке минимума 
квадратичной функции x2 – 3x + 3. Этот минимум достигается в точке 1,5 и равен 
3
4

. Следовательно, наименьшее значение числителя равно 813/4 = 27. Так как точка 

1,5 является также точкой максимума знаменателя исходной функции, то в ней до-

стигается наименьшее значение функции 
3 32

81

2 sin
3

x x

x

− +

π+
. Оно равно 27 9

3
= . 

Ответ: 9.
Задача 5. Решить уравнение cos7x – sin7x = 1.
Решение: Так как функция cos7x четная, а sin7x – нечетная, исходное уравнение 

равносильно уравнению cos7(–x) + sin7(–x) = 1. Рассмотрев его вместе с основным 

тригонометрическим тождеством, получим систему: ( )
( )

7 7

2 2

cos sin ( ) 1,

cos sin ( ) 1.

x x

x x

 − + − =


− + − =
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Ее решение (cos(–x); sin(–x)) не может состоять из чисел, модули которых мень-

ше единицы. Поэтому возможны только решения cos(–x) = 1; sin(–x) = 0 и cos(–x) = 0; 
sin(–x) = 1. Следовательно, 2 ; 2 , .

2
x k x k k Zπ= π = − + π ∈

Ответ: 2 ; 2 , .
2

k k k Zππ − + π ∈

Задача 6 для XI класса. Найдите число положительных членов среди первых 
2013 членов последовательности cos1 °, cos10 °, cos100 °, cos1000 °, cos10000 °, …

Решение: Так как cos1000 ° = cos(3∙360 ° –80 °) = cos(–80 °) = cos80 ° > 0, то все 
последующие члены последовательности положительны. Докажем это.

( ) ( )3 310 1000 1000 10 1 25 40 10 1n n n− −− = − = ⋅ −  для всех n > 3.

Выражение в  скобках делится на 9, так как оно составлено из девя-
ток. Следовательно, 325 40 (10 1)n−⋅ ⋅ −  кратно 360, так как 9∙40 = 360. Поэтому, 

( ) ( )0 0 0cos 10 cos 10 1000 1000 cos1000 0, n n= − + = >  для всех n > 3.

Ответ: 2012, т.е. все числа данной 
последовательности, кроме cos100 °.

Одной из целей дисциплины «Вне-
классная работа по математике и  мето-
дика решения олимпиадных задач» бака-
лавров группы МК(б)-1-14Р факультета 
«Математика и информационные техно-
логии» ОшГУ являлось формирование 
компетентности студентов в  области 
олимпиадной тригонометрии. В задания 
диагностического тестирования знаний 
студентов методов решения олимпиад-
ных задач по математике, проведенного 
16 апреля 2018 г., был включен перечень 
учебных элементов: знание формул три-
гонометрии, методов решения тригоно-
метрических уравнений; умения решать 
тригонометрические олимпиадные за-
дачи. В результате получены показатели 
качественной – 47 % и абсолютной – 87 % 
успеваемости обученных студентов.

Выводы
На основании изложенных в  статье 

мнений авторов научных исследований 
и методических работ мы делаем вывод, 
что включение тригонометрии в  олим-
пиадную тематику в  немалой степени 
основано на возможностях комплексно-
го применения знаний всего курса мате-
матики при решении тригонометриче-
ских олимпиадных заданий.

Повышение уровня сложности за-
даний республиканской олимпиады по 
математике показывает необходимость 
обучения учащихся решению олимпи-
адных задач, содержание которых по-
строено на тригонометрическом ма-

териале, на занятиях математического 
кружка и школы олимпийского резерва, 
что требует от учителя выхода за рамки 
школьной программы и  демонстрации 
новых методов решения тригонометри-
ческих задач.

Активизация личностной потребно-
сти ученика в успехе позволит учителю, 
осуществляющему олимпиадную под-
готовку, ориентировать образователь-
ный процесс на его академические до-
стижения.
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