
МЕЖДУНАРОДНЫЙ ЖУРНАЛ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ  № 5, 2022

55 ПЕДАГОГИЧЕСКИЕ НАУКИ 
УДК 372.851

ИННОВАЦИОННЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧНЫЕ СИСТЕМЫ
Нахман А.Д.

ФГБОУ ВО «Тамбовский государственный технический университет», Тамбов,  
e-mail: alextmb@mail.ru

Обоснована целесообразность конструирования инновационных задачных систем, отвечающих требо-
ваниям ФГОС к результатам освоения предметной области «Математика и информатика». Представлены 
теоретические упражнения и теоретические вопросы, направленные на осмысление, сопоставление и про-
тивопоставление математических понятий и фактов. В заданиях, построенных по методу варьирования, 
предполагается нахождение области определения и множества значений функций, а также исследование 
функций на непрерывность. Обоснована важность задач-кейсов как комплексных компетентностно-ориен-
тированных учебных заданий по моделированию различных жизненных ситуаций. Их решение требует оп-
тимального сочетания теории и практического знания, а также умений, опирающихся на предыдущий опыт 
практической деятельности обучающихся. Приведен пример стохастического кейса. Задачи-трансформеры 
конструируются в целях интеграции вероятностно-статистического модуля в общую систему математиче-
ской подготовки и, в частности, направлены на реализацию методов математического анализа при моделиро-
вании стохастических ситуаций. Обратные стохастические задачи характеризуются как важный компонент 
технологии укрупненных дидактических единиц; приведен соответствующий пример. Сделан вывод о том, 
что предлагаемые инновационные задачные системы способствуют формированию у обучающихся целост-
ности и системности знаний в области математики и ее приложений.
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The expediency of designing innovative task systems that meet the requirements of the Federal State Educational 
Standards for the results of mastering the subject area “Mathematics and Informatics” is substantiated. Theoretical 
exercises and theoretical questions aimed at comprehending, comparing and contrasting mathematical concepts 
and facts are presented. In tasks constructed according to the variation method, it is supposed to find the domain 
of definition and the set of values of functions, as well as the study of functions for continuity. The importance of 
case tasks as complex competence-oriented training tasks for modeling various life situations is substantiated. Their 
solution requires an optimal combination of theory and practical knowledge, as well as skills based on the students’ 
previous practical experience. An example of a stochastic case is given. Transformer tasks are designed to integrate 
the probabilistic-statistical module into the general system of mathematical training and, in particular, are aimed at 
implementing methods of mathematical analysis in modeling stochastic situations. Inverse stochastic problems are 
characterized as an important component of the technology of enlarged didactic units; a corresponding example is 
given. It is concluded that the proposed innovative task systems contribute to the formation of students’ integrity and 
consistency of knowledge in the field of mathematics and its applications.
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Инновационные процессы, происхо-
дящие в российской системе образования 
на всех ее уровнях и инициированные обнов-
ленными Федеральными государственными 
образовательными стандартами (ФГОС), 
в значительной степени затрагивают мате-
матическое образование. Так, согласно тре-
бованиям ФГОС основного общего обра-
зования [1], изучение предметной области 
«Математика и информатика» должно обе-
спечить развитие у обучающегося логическо-
го и математического мышления, овладение 
математическими рассуждениями, формиро-
вание представлений о математических мо-
делях и умений применять математические 
знания при решении различных задач.

В этой связи сами задачные системы 
должны быть соответствующим образом 
модернизированы. Прежде всего, необхо-
димо наличие именно системных свойств; 
это означает, что задания подобраны в со-

ответствии с поставленной («глобальной» 
или «локальной») целью, и их взаимосвязь 
и взаимодействие приводит к намеченному 
результату ([2–4] и библиография в них).

В нашем понимании, конструируемые 
задачные системы приобретают признаки 
инновационности [5], если в них имеет-
ся соответствующая потребность, а сами 
они являются в определенной степени но-
выми, апробированными, могут быть вне-
дрены (или уже внедрены) и «диффундиро-
ваны» в образовательную практику [6].

Так, например, предлагаемые ниже зада-
чи-трансформеры конструируются с целью 
способствования интеграции вероятностно-
статистического модуля в общую систему 
математической подготовки (глобальная 
цель) и, в частности, направлены на реа-
лизацию методов математического анализа 
при моделировании стохастических ситуа-
ций (локальная цель, [7]).
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В настоящей работе мы демонстрируем 

и обсуждаем некоторые задания – предста-
вители предлагаемых нами инновационных 
задачных систем.

1. Вопросы теории и теоретические 
упражнения

Теоретические вопросы традиционно 
ориентированы на репродуктивный уровень 
освоения материала («сформулируйте опре-
деление, теорему» и т.п.), тогда как более 
высокие уровни требуют осмысления, со-
поставления и противопоставления фактов, 
их геометрических интерпретаций и т.п. 
Здесь предпочтительнее формулировки 
типа «верно ли», «приведите пример» и др. 
Так, в области математического анализа во-
просы могут быть, например, следующими.

1. Приведите пример функции,
а) имеющей одну точку разрыва перво-

го рода;
б) имеющей две точки разрыва второ-

го рода.
2. Можно ли привести пример функции,
а) непрерывной в данной точке, но не  

дифференцируемой в ней;
б) обладающей производной в некото-

рой точке, но имеющей в этой точке разрыв?
В случае утвердительного ответа приве-

дите соответствующий пример.
3. Может ли касательная пересечь гра-

фик функции в точке касания? Если ответ 
утвердительный, то приведите соответству-
ющий пример.

4. Эквивалентны ли понятия максиму-
ма (минимума) функции и ее наибольшего 
(наименьшего) значения на данном отрез-
ке? Если ответ отрицательный, то приведи-
те соответствующий пример.

5. Может ли касательная, проведенная 
в точке минимума функции, иметь уравне-
ние y = –0,1x? Обоснуйте ответ.

6. Всегда ли непрерывная на данном 
открытом интервале функция достигает 
своего наибольшего значения? А на отрез-
ке непрерывности?

7. Верно ли утверждение: «Если общий 
член числового ряда на бесконечности име-
ет своим пределом число 0, то ряд сходит-
ся»? Обоснуйте свой ответ.

8. Может ли быть так, что некоторый сте-
пенной ряд сходится на промежутке [0; +∞) 
и расходится на (–∞; 0)? Ответ обоснуйте.

Освоению теоретических фактов в зна-
чительной мере способствуют «мини-теоре-
мы» – теоретические упражнения, а также 
ключевые задачи, поставленные и решае-
мые в самом общем виде. Так, в ряде случаев 
традиционные доказательства теорем могут 
быть сведены к решению последовательно-
сти теоретических упражнений. Приведем 

примеры некоторых упражнений в области 
математического анализа и стохастики.

1. Пользуясь результатом 
( ) = ( ) ( ) ( ),n A B n A n B n A B∪ + − ∩ , 

вывести формулу для подсчета количества 
элементов ( )n A B C∪ ∪  в объединении 
трех множеств.

2. Каков наибольший из биномиальных 
коэффициентов в разложении 2(1 ) nx+ ?

3. Равны ли тождественно суммы

=0

m
k m k
m

k
C x −∑   и  

=0

m
k k
m

k
C x∑ ?

4. На основании аксиом вероятности до-
кажите, что ( ) ( ) 1P A P A+ = , для  всякой 
пары противоположных событий ,A A  .

5. Докажите, что выборочная средняя 
Bx  принимает значения Bx  min max[ , ]x x∈ , 

где xmax и xmin – соответственно наибольшее 
и наименьшее значения варианта xk .

6. Докажите, что производная функции 
двух переменных, вычисленная в данной 
точке в направлении градиента, равна моду-
лю градиента.

7. С помощью замены переменных 
y at
x b
+

=
+

 найдите общее решение диффе-

ренциального уравнения вида

( ) ( )y ay x b f x
x b
+′ ′− = +
+

(a, b – любые постоянные величины, f – про-
извольная дифференцируемая на всей чис-
ловой оси функция).

2. Варьирование задач
Метод варьирования задачи состоит 

в получении задачной системы из некоторой 
«базовой» задачи путем варьирования её со-
держания и (или) формы. В результате по-
лучается набор заданий – «клонов», реше-
ния которых способствуют формированию 
упомянутых выше умений сопоставлять 
или противопоставлять математические 
понятия, методы и факты. Примером мо-
жет служить задание на нахождение области 
определения функции вида lg( lg )y kx p qx= , 
где k, p, q – заданные постоянные (базовое 
задание). А именно, требуется найти обла-
сти определения функций

а) y =  lg(lg )x x  

б) lg( lg )y x x= −  

в) lg( lg( ) )y x x= − − − .
Приведем другие примеры заданий-клонов.
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Найдите области определений функций

1. а) 2 1y x= − −

 б) 3 2 1y x= − −  

в) 3 2 1y x= − − .

2. а) arcsin (tg )y x=  

б) tg(arcsin )y x=  

в) arctg(sin )y x= .
Среди данных зависимостей перемен-

ной y от переменной x укажите зависимо-
сти функциональные:

1. а) 2 0,5 0,5| |x y− =  

б) 2 0,5 0,5| |x y− =  

в) 2 0,5 0,5| | | |y x− =

2. а) 
cos

sin

x t

y t

=


=
 б) 

2

cos

sin

x t

y t

=


=
 в) 

2

2

cos

sin

x t

y t

 =

 =

Найдите множество всех значений функции:

а) 22
x

y =  б) 
2

2 xy =  в) 22( )y
x

=

Исследуйте данную функцию на непре-
рывность:

а) 
3

33xy −=  б) 
3 3

3 33 3x xy − −= ⋅

в) 

3 3cos( ),
2 4

3sin ,
4

x x
y

x x

π − ≤= 
− >

 

г) 

3 3cos( ),
2 4

3 3cos( ),
2 4

x x
y

x x

π

π

 + ≤= 
 − >

3. Задания-кейсы
Кейсы представляют собой комплекс-

ные компетентностно-ориентированные 
учебные задания по моделированию раз-
личных жизненных ситуаций. Их решение 
требует оптимального сочетания теории 
и практического знания, а также умений, 
опирающихся на предыдущий опыт прак-
тической деятельности обучающихся. Так, 
например, кейс-задания представлены в со-

ставе контрольно-измерительных матери-
алов итоговой аттестации по математике 
(ОГЭ) выпускников основной школы [8]. 
Нами разрабатываются системы стохасти-
ческих кейсов ([7] и библиография в ней); 
приведем один из них.

В городе N имеется 10 финансовых ком-
паний, среди которых 4 находятся на грани 
банкротства. Клиент выбирает для хранения 
и умножения средств случайным образом 
2 компании. Составить ряд распределения 
числа Х выбранных компаний, имеющих 
высокий риск банкротства. Постройте мно-
гоугольник распределения. Найти матема-
тическое ожидание и среднеквадратическое 
отклонение случайной величины Х. С какой 
вероятностью можно утверждать, что хотя 
бы одна из выбранных компаний окажется 
на грани банкротства?

Решение данного кейса способствует 
формированию практико-ориентированных 
умений комплексного описания поведения 
случайной величины:

− умения численно прогнозировать сте-
пень возможности тех или иных значений 
случайной величины (вычислять вероят-
ность извлечения выборки с заданной ха-
рактеристикой объектов);

−  строить ряд распределения дискрет-
ной случайной величины (ДСВ) и геоме-
трически интерпретировать распределение;

− находить среднее значение случайной 
величины (математическое ожидание);

−  находить числовые характеристики 
степени рассеяния ДСВ (дисперсию и сред-
неквадратическое отклонение).

4. Задачи-трансформеры и обратные 
стохастические задачи

Задачи-трансформеры представляют 
собой задания на моделирование ситуаций 
или процессов с целью их изучения одно-
временно в детерминистском и стохастиче-
ском направлении в зависимости от вопро-
са задачи.

Обсудим, например, следующее зада-
ние. Биржевыми аналитиками установлено, 
что стоимость акций компании в последний 
месяц года должна изменяться по закону 

2 15( 8) e xy x −= − , где х – календарная дата, x 
= 1, 2, …, 30 (предпраздничный день 31 де-
кабря исключается из рассмотрения). Какого 
числа следует продать акции, чтобы полу-
чить максимальный доход? Какова вероят-
ность, что в случайно выбранный день меся-
ца стоимость акций находится на подъеме?

Очевидно, что для ответа на  первый  во-
прос следует обратиться к  детерминиро-
ванной модели ситуации. Акции выгоднее 
всего продавать на максимуме роста, следова-
тельно, производная 10( 8)(10 )e xy x x −′ = − −  
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в соответствующей точке должна изменить 
знак с плюса на минус. Очевидно, что такой 
точкой будет х = 10, то есть акции надо про-
дать 10 декабря.

Второй вопрос предполагает наличие 
стохастической ситуации, поскольку выбор 
даты {1, 2, ..., 30}x∈  случаен. При этом 
благоприятных исходов, то есть дней роста 
стоимости акций, всего три: 8, 9, 10 декабря. 
Искомая вероятность p = 3 / 30, или p = 0,1.

Решение обратных стохастических за-
дач является эффективным технологи-
ческим приемом формирования целост-
ности и системности знаний. Обратные 
задачи  – важный компонент технологии 
укрупненных дидактических единиц (УДЕ), 
которая представляет собой интеграцию 
целого ряда конкретных подходов к обуче-
нию. Ключевой элемент технологии УДЕ – 
это упражнение: триада «исходная задача – 
ее обращение – обобщение».

С точки зрения моделирования стоха-
стических ситуаций обратная задача пред-
ставляет собою задание по нахождению 
некоторых входных параметров модели 
по ее известному выходу. Оператор моде-
ли при этом может быть полностью изве-
стен («прозрачный, белый ящик»), известен 
в самом общем виде, но не конкретизирован 
применительно к данному заданию («серый 
ящик»), либо полностью неизвестен («чер-
ный ящик»). Приведем пример.

Сколько раз надо бросить монету, что-
бы с вероятностью р = 0,9544 утверждать, 
что относительная частота выпадения герба 
отклонилась от 0,5 не более, чем на 0,05?

«Прямая задача» состояла бы в оценке 
вероятности заданно малого отклонения 
относительной частоты m/n наступления 
данного случайного события от его веро-
ятности p при заданном количестве прово-
димых опытов п с помощью интегральной 
функции Лапласа Ф(х):

(| |< ) 2 ( )
1( )

m nP p
n p p

ε ε− ≈ Φ
−

;

в роли оператора модели выступает эта 
приближенная расчетная формула. В нашем 
случае «выход» модели известен (указанная 
оценка дана), а отысканию подлежит коли-
чество опытов п (служившее в прямой за-
даче входным параметром). Имеем

0,9544 2 (0 05 4 ), n≈ Φ  

или (0 1 ) 0 4772, ,nΦ ≈ .
Если воспользоваться таблицей зна-

чений интегральной функции Лапласа, 
то получим значение аргумента функции 
0,1 2n ≈ , откуда 400.n ≈  Итак, монету 
надо бросить 400 раз.

Особого обсуждения заслуживают си-
стемы тестовых заданий, но этой теме автор 
надеется посвятить отдельную работу.

Заключение
Инновационные задачные системы вы-

шеуказанных типов могут быть (как это 
представляется автору) в значительной 
степени востребованы в образовательной 
практике. Их решение стимулирует мотива-
цию к математической деятельности (таким 
стимулом является практическая ориенти-
рованность ряда задач), развивает исследо-
вательские навыки (задачи-клоны), способ-
ствует становлению умений комплексного 
описания ситуаций и процессов (задания-
кейсы, обратные стохастические задачи 
и задания-трансформеры) и в конечном 
счете способствует формированию у обуча-
ющихся целостности и системности знаний 
в области математики и ее приложений.
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